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� ������ ������ ��������������� ������ �������� �� ���! �"#$����� %��-
����#� %�� �������&� ����"����'�( "#�)�� �����!( *#�)������� ��. � ��-
#���� �� %���!�$+�( %$"#�)� �� ����� �� ����������� �!%�#����� ��"�� 
��)#��!��,��� $�#���� %���'����������, ����,+�� �-��������� �� ������-
����� �!%�#����� ��)����!( %�� ��"��, %����� %��!, ����,+�� �-������-
���, ��-$� %�����)����� ��$- � ��$-��.  
 �%&'()' *�+(�: �������� �� ���! �"#$�����, $�#���� %���'����������. 

 
F.A. Balushkin 

 
MINIMIZATION OF  PERSONAL RADIATION DOSE IN PROBLEM 
OF DISMANTLE THE ATOMIC POWER STATION POWER-UNIT  

IN THE PRESENCE OF SEVERAL CONDITIONS OF PRECEDENCE 
 

The Problem is considered at minimization of a dose of an irradiation of the 
personnel at dismantle of the fulfilled blocks of atomic power stations. Unlike the 
previous works, here on sequence of performance of works the conditions of 
precedence setting restrictions on sequence of performance of some pairs of works, 
and steams setting restrictions are imposed, can be crossed with each other. 
Keywords: Assignment Problem, Minimization of Protected Irradiation, 
Precedence Conditions. 
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� �!��'��� ���$� �� � ������� *���-���)� ��)������,��� ���)� 

�#$&"! ����!( �����!( ���)����� �� �����!( *#�)������� ��(, ����,� 
���!� ������ �#� �$)��������. � ����� � �!����� �( �� *)�%#$��� �� � 
%����#��� ���"(�������� ������������� ����"����'�� *���-�"#�)�. 
.���-�"#�) � �!��)���$��!� � �#�&�!� � ��(��#�-����)�� %#��� )��-
%#�)�, �-� �������������� � ��$���������!� %�� ���. 

��#�'�� ����� *���-�"#�)� ���"������� ��#���)��. ��&�!� *#����� 
����� ���� ����� �������&� � ������������� ��#$�����. ����������� 
���"��)� *#������� *���-�"#�)� �-���� ������%�#�-�,+$, ��#� �  �#�( 
$����'���� �"+�� ���! �"#$����� %������#��. /�*���$ ������ ������� 
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� ���, ���"! �%������������ %��#�������#������ �������&� ������)���-
�!( �"1�)��� �  �#�, �������� �� �$������� ���! �"#$����� %������-
#�. 

 
1. �+*-��+(�� .�,�&� 

 
������ ������ �(�&� � ������� )�������&���, �� �������� ��#���� 

��)#,������ � ���, ��� ��������� ��������-� %���(��� ������� �� ��#�)� 
�� ��������-� �"1�)��, �� � ���( �����'�(�� �"1�)���, ���"��)� )����!( 
�+� %��������. 2$�) ����# ��)�� ������ "$��� ����� ���: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }
0, 1 1 ,

2

0, 1 1 ,
2

1, : ,

1, 1, \ : 1, 1 ,

N

i i
i

N

i i
i

c N c j j i N

c N c N j j i

α α α

α α α

α

α

−
=

−
=

� �� � + ∈ =� � � �

� �� �= + ∈ −� � � �

�

�
  (1) 

-�� [ ],i jc K  � (���)�������)� ������ %�� %�����+���� �� i -� ) j -� 

���)� ���'�$�� �"(���, K  � ���&����� ����), )����!� %�������� �"��-
��, N  � �"+�� )�#������� �"1�)���, )����!� %�������� �"����, α  � %�-

��������)� �� *#������� ���&����� 1, N . 
3����$ ��&�� ��'��� ������� ���������)�-� %��-������������ 

(0�/), � �#� �������� �� 4$�) ����#� (1) �����"���� ������� 0�/ [2]. 
�� 0�/ ����� "�#�'�� ���������), ������+�� � ���, ��� � �-� %���+�, 
��&�� ��'��� ������ �� %������#���� )��%�,����, )�-�� )�#������� 
�"1�)��� �� %�����(���� ��$(-���( �����)��. 

2$�) ����#, (���)�����$,+�� �$�����$, ���$ �"#$�����, �%� ��-
#������ %� �.� [3] %���#�-�����, � ���������, ��%�#������� � ����  

( ) ( ) ( )
1

,
N N

i k
i k i

D t Hα αα
= =

=� �      (2) 

-�� ( )itα  � ����� �������&� ( )iα --� �"1�)��, ( )iHα  � ��+����� ���! 

��#$�����, ����������� ( )kα -!� �"1�)���. � ��)� (2) ��#����� �����!� 

�#$���� 4$�) ����#� (1). 
2$�) ����# (2) $���!���� ��#�)� ���! �"#$�����, %�#$����!� %�� 

�!%�#����� ��"��, �� �� $���!��,��� �"#$�����, %�#$����!� %�� %���-
��+���� �� �"1�)�� ) �"1�)�$.  

� ��"��� [4] %�)�����, ��� ��#� $%��������� *#�����! %���������)� 
α  %� %�����)$ $"!����� 

( )
( )

( )

i

i
i

H
k

t
α

α
α

= ,        (3) 

�� %���������)� α  ���������� �%����#����. 
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/�� $�#����� %���'���������� � ������ �%����#���� ���'�$���� �� 
"$��� %������� $�#����, ������+�� � ���, ��� �#� %��! *#������� 

( ) ( )( ),j iα α  � ��%$������ %���������)� α  *#����� ( )jα  ��#&�� ������ 

����'� �����-�. 
	�#���� %���'���������� � %��)�����)�( ������( "!��,� �"$�#��#�-

�! ���#���!�� ��(��#�-����)��� �-�����������. 
������ 1. ���"$���� �������������� 4$�) ����# (2) %� ���� %���-

������)�� α , $���#������,+�� ������!� $�#����� %���'����������.  
 
2. �/-�0��1�)' /'2'*-��+(�� ( .�,�&' * �'*�+�1��0� �*�+(�30� 

/2',�'*-(+(���3 
 

/$��� ������� %���������)� α , )������ �%����#��� "�� $�#���� 
%���'����������. �.�. ������������� %� $"!����,  ( )ikα  [4]: 

( ) ( )( )1 , , ,Nα α α= �     (4) 


��������� �#$���, )�-�� � ������ 1 ������� $�#���� %���'�������-
��� � ���� %��! 1 1p q . ��#� $�#���� %���'���������� � %���������)� (4) 
�!%�#������, �� %���������)� "$��� �%����#���� � � $�#����� %���'���-
�������. � %�������� �#$��� 

( ) ( )1 1p qk kα α< .     (5) 

��-�� ��-#���� ������� 1 [6] �%����#���� %���������)� "$��� ����� 
���: 

( ) ( )( )1 1, , , ,q pα α α= � �      

� ������������� %� $"!����, ( ) { }1 1, 1, \ ,ik i N p qα =  � ( ) ( )1 1,q pkα α , -�� 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, .
q p

q p
q p

H H
k

t t
α α

α α
α α

+
=

+
 


'+2'0� 1. /$��� � ������ 1 ���,��� ��� $�#���� %���'���������� 
���� 1 1p q  � 1pq , �#� )����!( �!%�#��,��� $�#���� (5) � $�#���� 

( ) ( )1p pk kα α≥ , ( ) ( ) ( )1 1,p q pk kα α α≥ . ��-�� �%����#���� %���������)� "$��� 

����� ��� ( ) ( ) ( )( )1 1, , , ,p p qα α α α= � �  %�� ��������)� %� $"!����, 

( ) { }1 1, 1, \ , ,ik i N p p qα =  � ( ) ( ) ( )1 1, ,p p qkα α α , -�� 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, ,

p p q

p p q
p p q

H H H
k

t t t
α α α

α α α
α α α

+ +
=

+ +
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)�� �.� %�� ��#���� ���)�#�)�( $�#���� %���'���������� 
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�+��.�-'�1*-(+. ��#� %��$ *#������� ( ) ( )( )1 1,q pα α ������� ����� 

*#������� � ����� %���������)�, �� %� ������� 1 [6] �����$� 4$�) ��-
��#� (2) "$��� �����-�$� %�� $%���������� ( ) ( )1 1, ,ik i p p qα ≠  � 

( ) ( ) ( )( )1 1,p p q
kα α α , -�� ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

, ,

, ,
,

p p q p q

p p q
p p q

H k t
k

t t
α α α α α

α α α
α α α

+
=

+
.  

�.). �������& %��(���� %��#�������#���, �� 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, ,
,

.

p p q p q

p p q
p p q

p q

p p q
p q p p q

p p q p p q

H k t
k

t t

H H
H t t

t t H H H

t t t t t t

α α α α α
α α α

α α α

α α
α α α

α α α α α

α α α α α α

+
= =

+

+
+ +

+ + +
= =

+ + + +

 

� ��#$ ��-�, ��� ( ) ( )1p pk kα α≥ , �� "$��� �!%�#������ ����������� 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , , ,D p p q D p p qα α α α α α≥� � � � .  

��
���� �
������. 


'+2'0� 2. ��#� � ������ 1 ���,��� ��� $�#���� %���'���������� ��-
�� 1 1p q  � 1p q , �#� )����!( �!%�#������ $�#���� (5), ( ) ( )1q qk kα α≥  � 

( ) ( ) ( )1 1,p q qk kα α α≥ , ��-�� %���������)�, ��������������� %� $"!����, 

( ) ( )1 1, 1, \ , ,ik i N p q qα =  � ( ) ( ) ( )1 1, ,p q qkα α α , "$��� �%����#����, -��  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

, ,

p q q

p q q
p q q

H H H
k

t t t
α α α

α α α
α α α

+ +
=

+ +
. 

�+��.�-'�1*-(+. ��#� %��$ *#������� ( ) ( )( )1 1,q pα α  ������� ����� 

*#������� � ����� %���������)�, �� %� ������� 1 [6] �����$� 4$�) ��-
��#� (2) "$��� �����-�$� %�� $%���������� ( ) ( )1 1, ,ik i q p qα ≠  � 

( ) ( )( ) ( )1 1 ,p q q
k α α α , -�� ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

, ,

, ,
, |

p q p q q

p q p
p q q

k t H
k

t t
α α α α α

α α α
α α α

+
=

+
.  

�.). �������& *#������� *���-�"#�)� %��(���� %���������, �� 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
������� �	
�����
� 
��	��
�������
� 	����
������                      2012/1 
 
 

�8 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

, ,

, ,
,

,

|

.
|

p q p q q

p q p
p q q

p q

p q q
p q p q q

p q q p q q

k t H
k

t t

H H
t t H

t t H H H

t t t t t

α α α α α
α α α

α α α

α α
α α α

α α α α α

α α α α α α

+
= =

+

+
+ +

+ + +
= =

+ + +

 

�.). ( ) ( )1q qk kα α≥ , �� 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , , , ,D p q q D p q qα α α α α α≥� � � � . 

��
���� �
������. 

��������� �#$���, )�-�� ) �%����#���� %���������)� (4) %�������! 

��� ��%�����)�,+�(�� $�#���� %���'���������� � ���� %�� 1 1p q  � 2 2p q  
��)��, ���: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

1 1 2 2, , ,

p q

p q

p q p q

k k

k k

k k

α α

α α

α α α α

<

<

≥

      (6) 

��-�� �%����#���� %���������)� α  "$��� ����� ��� 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , , , , ,q p q pα α α α α= � � � .   (7) 


'+2'0� 3. /$��� � ������ 1 ���,��� $�#���� %���'���������� 1 1p q , 

2 2p q  � 2 1p p , $���#������,+�� $�#����� (6) � ( ) ( ) ( )2 1 1,q p qk kα α α≥ . ��-�� �%-

����#���� %���������)� � *��� ������ "$��� ����� ��� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= � � . 

�+��.�-'�1*-(+. � ����!( $�#����( �����&�! ��#�)� %���������)� 
���( ��%��: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1

2 2 1 1

2 1 1 2

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , .

p p q q

p q p q

p p q q

α α α α

α α α α

α α α α

� �

� �

� �

 

� %����� �#$��� �� $�#���� (6) ��������, ��� ( ) ( )1 1p qk kα α< . ��#� 

( ) ( )1 2p qk kα α> , �� ( ) ( )1 2q qk kα α> , ��-�� ��-#���� 5���� 1 [4] 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 1 2

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

� �

� �
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�������� 	.
. 0������� �� ���! �"#$����� %������#� � ������ � �������&� *���-�"#�-
)�� �.� %�� ��#���� ���)�#�)�( $�#���� %���'���������� 
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��#� ( ) ( )1 2q qk kα α< , �� ( ) ( )1 2p qk kα α< , ��-�� 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 1 1

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p q q p

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

� �

� �
 

�� *��-� �#��$��, ��� ���-�� ���� %���������)� ����'�� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , , , ,p p q qα α α α� � . 

��#���� ��$( �����'�(�� %����������) ��)#,������ � %�#�&���� %�-

�! ( ) ( )( )1 1,p qα α  ��������#��� *#������ ( )2qα . �.). %� $�#���, �����-

�! ( ) ( ) ( )2 1 1,q p qk kα α α≥ , �� �%����#���� %���������)�� ��#����� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= � � . ��
���� �
������. 


'+2'0� 4. /$��� � ������ 1 ���,��� $�#���� %���'���������� 1 1p q , 

2 2p q  � 2 1q q , $���#������,+�� $�#����� (6) � ( ) ( ) ( )2 2 1,p q pk kα α α≥ . ��-�� �%-

����#���� %���������)� � ������!( $�#����( "$��� ����� ��� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, , , , ,p q p qα α α α α= � � . 

�+��.�-'�1*-(+. �#� ����!( $�#���� �$+����$�� ��� �������� %���-
������)�: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 2 1

1 2 2 1

2 2 1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , .

p p q q

p p q q

p q p q

α α α α

α α α α

α α α α

� �

� �

� �

 

� %����� �#$��� �� $�#���� ��������, ��� ( ) ( )2 2p qk kα α< . ��#� 

( ) ( )1 2p qk kα α≥ , �� ( ) ( )1 2p pk kα α> , ��-�� ��-#���� 5���� 1 [4] 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 1 1

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p q p q

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

� �

� �
 

��#� ( ) ( )1 2p pk kα α≤ , �� ( ) ( )1 2p qk kα α< , ��-�� 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 2 1

2 1 2 1

, , , , ,

, , , , , .

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

<

<

� �

� �
 

�� *��-� �#��$��, ��� ���-�� ���� %���������)� ����'�� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , , , ,p p q qα α α α� � . 


��#���� ��$( �����'�(�� %����������) ������� � ���, ��� %��� 

( ) ( )( )2 2,p qα α   � *#����� ( )1pα  %������! �������. �.). %� $�#���, 
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������! ( ) ( ) ( )2 2 1,p q pk kα α α≥ , �� �%����#���� %���������)�� ��#����� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= � � . ��
���� �
������. 


'+2'0� 5. /$��� � ������ 1 ���,��� $�#���� %���'���������� 1 1p q , 

2 2p q  � 2 1p q , $���#������,+�� (6), ( ) ( )1 2q qk kα α≥  � ( ) ( )1 2p pk kα α≥  (�#� 

( ) ( )1 2p pk kα α< ). ��#� ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

2 2 1

2 2 1

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
, ��-�� �%����#�-

��� %���������)� "$��� ����� ��� ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= � �  

%�� ( ) ( )1 2p pk kα α≥  �  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α α= � �  %�� 

( ) ( )1 2p pk kα α< , ����� ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, , , , ,p q p qα α α α α= � � . 

�+��.�-'�1*-(+. 	���!��� $�#���� %���'����������, �����&�! %��� 
���#���!( %����������): 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 2 1

2 1 2 1

1 2 1 2

2 1 1 2

2 2 1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , .

p p q q

p p q q

p p q q

p p q q

p q p q

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

� �

� �

� �

� �

� �

 

�� $�#���� ��������, ��� ( ) ( )1 2q qk kα α≥ , �� %���!� � ������ �������! 

�� �)�$�#��!, �.). ��#� ( )2qα  � ( )1qα  ��-#���� 5���� 1 [4] %������� 

�������, ��-�� 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2

1 2 2 1

, , , , ,

, , , , ,

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

≤

≤

� �

� �
  

� ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,D p p q qα α α α ≤� �  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , , , ,D p p q qα α α α≤ � � . 

������ � ��������� %���������)� ��#���,��� ��$�� *#�������� 

( )2pα  � ( )1pα . /� 5���� 1 [4] 4$�) ����# (2) "$��� ����'� $ ������� 

%���������)�, ��#� ( ) ( )1 2p pk kα α> , � ���"����. 

������� �����, � %��$, %���������)�, ���%���� 4$�) ����# (2): 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�������� 	.
. 0������� �� ���! �"#$����� %������#� � ������ � �������&� *���-�"#�-
)�� �.� %�� ��#���� ���)�#�)�( $�#���� %���'���������� 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

2 2 1 1

, , , , , , ,

, , , , , , ,

D l p p q q m

D l p q p q m

α α α α α α

α α α α α α

≤

≤

� �

� �
 

1 1 2 1 2

2 2 1 2 1 1 2

2 2

1
1

n n n

i l i p p p q q l i
i i l i m

n n

p p q q l i q q q l i
i m i m

n n

q q l i m i n n
i m i m

t H t H t H H H H t H

t H H H t H t H H t H

t H t H t H t H

= = =

= =

= =

� �+ + + + + + + +� 	

 �

� � � �+ + + + + + + +� 	 � 	

 � 
 �

� �+ + + + + ≤� 	

 �

� � �

� �

� �

�

�

 

2 2 2 1 1

2 2 1 1 1 1 1

1 1

1
1

.

n n n

i l i p p q p q l i
i i l i m

n n

q q p q l i p p q l i
i m i m

n n

q q l i m i n n
i m i m

t H t H t H H H H t H

t H H H t H t H H t H

t H t H t H t H

= = =

= =

= =

� �≤ + + + + + + + +� 	

 �

� � � �+ + + + + + + +� 	 � 	

 � 
 �

� �+ + + + +� 	

 �

� � �

� �

� �

�

�

 


��)�!� �)�")� � %������ %���"�!�, %�#$���: 

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2

1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

2 2 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1
.

p p p p p q p q p p p q p q

q q q q q q p p p q p p p q

q q q p q q p p p q q q

t H t H t H t H t H t H t H

t H t H t H t H t H t H t H

t H t H t H t H t H t H

+ + + + + + +

+ + + ≤ + + + +

+ + + + + +

 

/��#� %��������� %���"�!( %�#$���: 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1
.p p p q q q p p q p q qt H t H t H t H t H t H+ + ≤ + +  

	%������, �����: 

( ) ( )
1 2 2 1 2 2 2 1 2 1

.p p q q q p q p q qt H H t H t t H t H+ + ≤ + +  

����� �������� ��#����� %�#�&���#��!�, ��-�� �����#�� �"� ����� 

�� ( )
2 2 1p q pt t t+ : 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 1 2 1 2 1

2 2 12 2 1 2 2 1

1 2 2 1

2 2 1

2 2 1 2 2 1

2 1 2 12 1

2 2 1

2 2 1 2 2 1

2 1 21 2

2 2 1

2 2 1

,

,

,

p q q q p q q

p q pp q p p q p

q q q q

p q p

p q p p q p

q q q qq q

p q p

p q p p q p

q q qq q

p q p

p q p

H H t H H t H

t t tt t t t t t

t H t H
k k

t t t t t t

k t t k t t
k k

t t t t t t

k t t k t t
k k

t t t

α α α

α α
α α α

α α
α α α

+
+ ≤ +

+ + +

+ ≤ +
+ +

+ ≤ +
+ +

− ≤ −
+ ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

1

2 2 1

2 11 2

2 2 1

2 2 1

, .

q

p q p

q qq q

p q p

p q p

t t t

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

+

−
− ≤

+

 

���#�-����, ��#� 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 1 2

1 2 1 2

, , , , ,

, , , , , ,

D p p q q

D p p q q

α α α α

α α α α

≤

≤

� �

� �
 

%�#$����  

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

1 2 2

1 2 2

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
. 

��
���� �
������. 

 
3. ��4+2�-0 

 

��������� �#-����� �#� %���)� �%����#���� %���������)� � $�#�-

����� %���'����������: 

1. �!������ %���������)$ %� $"!����, ( )ikα , ( )
( )

( )

i

i
i

H
k

t
α

α
α

=  (3). ��� $�-

#���� %���'���������� ������ %���������)� ��#����� �%����#���� [4]. 
2. 
������������ %��#����� *#����� %�#$������ %���������)�. 

�+�� %��$, -�� ����!� *#����� �!��$%��� � )������� " "p %��! pq . ��#� 
��)�� %��! ���, �� ����!� (%��#�����) *#����� ��)��!���� � %���(���� 
) '�-$ 2 � ����� %���������)��, � )������ �� ���� *#����� ����'�. �%-
����#������ �����'���� %���������)� �� ���$'����. 

��#� %�� ���)�#�)�, -�� ����!� *#����� �!��$%��� � )������� " "p %�-

�! pq , �� "���� *#����� " "q  ���, )����!� ����� "#�&� ) " "p , �.�. qk  � 

����'��. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�������� 	.
. 0������� �� ���! �"#$����� %������#� � ������ � �������&� *���-�"#�-
)�� �.� %�� ��#���� ���)�#�)�( $�#���� %���'���������� 
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3. ��#� *#�����! " "p  � " "q  �� $��������#� � ��$-�( %���(, �%����-

�!( �����, �� ������� p q
pq

p q

H H
k

t t

+
=

+
 (������� 1 [6]) � %���(���� ) '�-$ 

1, $���!��� pqk  ������ pk  � qk . 

4. ��#� *#����� " "p $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "p  %�-

�! ( )1 1p q , �� " "q  ������ %���� 1" "q , �.). 
1q qk k≥  (�� '�-� 2). ������� 

1

1

1

p q q
pqq

p q q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
 � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

1pqqk  ������ pk , qk  

� 
1qk . (������� 1.) 

5. ��#� *#����� " "p $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "q  %�-

�! ( )1 1p q , �� " "q  ������ %��#� 1" "q , �.). 
1q qk k≥  (�� '�-� 2). ������� 

1 1

1 1

1 1

p q q
p q q

p q q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
 � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

1 1p q qk  ������ 
1pk , 

1qk  � qk .  (������� 2 [6].) 

6. ��#� *#����� " "q $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "p  %�-

�! ( )1 1p q , �� " "q  � ���� ( )1 1p q  ������ %��#� " "p . ������� 

1 1

1 1

1 1

p p q
pp q

p p q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
  � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

1 1pp qk  ������ pk , 

1pk  � 
1qk .  (������� 2 [6].) 

7. ��#� *#����� " "q $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "q  %�-

�! ( )1 1p q , �� " "q  � ���� ( )1 1p q  ������ %��#� " "p , �.). 
1p pk k≥ . ������� 

1 1

1 1

1 1

p p q
pp q

p p q

H H H
k

t t t

+ +
=

+ +
  � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

1 1pp qk  ������ pk , 

1pk  � 
1qk .  (������� 2.) 

8. ��#� *#����� " "q $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "p  %�-

�! ( )1 1p q  � *#����� " "p $&� "!# ������������ ����� � )������� 2" "q  %�-

�! ( )2 2p q , �� " "q  � ���� ( )1 1p q  ������ %��#� 2" "q . ������� 

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

p q p q
p q p q

p q p q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

2 2 1 1p q p qk  

������ 
2pk , 

2qk , 
1pk  � 

1qk . (������� 2 [6].) 
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9. ��#� *#����� " "q $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "p  %�-

�! ( )1 1p q  � *#����� " "p $&� "!# ������������ ����� � )������� 2" "p  %�-

�! ( )2 2p q , �� " "q  � ���� ( )1 1p q  ������ %��#� 2" "p . ������� 

2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1 2

p p q q
p p q q

p p q q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

2 1 1 2p p q qk  

������ 
2pk , 

1pk , 
1qk  � 

2qk . (������� 3.) 

10. ��#� *#����� " "q $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "q  %�-

�! ( )1 1p q  � *#����� " "p $&� "!# ������������ ����� � )������� 2" "q  %�-

�! ( )2 2p q , �� " "q  � ���� ( )1 1p q  ������ %��#� 2" "q . ������� 

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

p q p q
p q p q

p q p q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

2 2 1 1p q p qk  

������ 
2pk , 

2qk , 
1pk  � 

1qk .  (������� 4.) 

11. ��#� *#����� " "q $&� "!# ������������ ����� � )������� 1" "q  %�-

�! ( )1 1p q  � *#����� " "p $&� "!# ������������ ����� � )������� 2" "p  %�-

�! ( )2 2p q , �� �%����#���� %���������)�� ��&�� "!��:  

��#� ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

2 2 1

2 2 1

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
 � ( ) ( )1 2p pk kα α≥ , �� 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , ,p p q qα α α α� � , 

��#� ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( )

2 11 2

2 2 1

2 2 1

,

q qq q

p q p

p q p

k k t t
k k

t t t

α α
α α α

−
− ≤

+
 � ( ) ( )1 2p pk kα α< , ��-�� 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2, , , , ,p p q qα α α α� � , 

����� ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 1 1, , , , ,p q p qα α α α� � . ������� 

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

p q p q
p q p q

p q p q

H H H H
k

t t t t

+ + +
=

+ + +
  � %���(���� ) '�-$ 1, $���!��� 

2 2 1 1p q p qk  

������ 
2pk , 

2qk , 
1pk  � 

1qk . (������� 5.) 

 
12. �!(��. 
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����%&'��' 
 

� ������ ������ %���#�&�� �#-�����, )����!� �� �-������� )�#���-
����� �"1�)���, � ��#���� �� ������ ���������)�-� %��-������������. 
����!� �#-����� �%����#��� �%����#��$, ����������� %�� ��#���� $�-
#���� %���'����������. 
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 �%&'()' *�+(�: �%����#���� $%���#����, �!��&������ ������, ��-���-
��#���� ��'����, �����'�,+�� �������, ��������� $�������� ��##����. 

 
V.I. Gurman 

 
APPLICATION OF OPTIMALITY CONDITIONS WITH RESOLVING 
SYSTEM PROBLEM FOR THE INVESTIGATION OF DEGENERATE 

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS 
 

It is considered the possibility of effective solving degenerate optimal control 
problems with the help of Krotov functions family on the base of sufficient condi-
tions with resolving system as an alternative to known multiple maxima method 
when investigating the turnpike solutions in the problems with bounded linear con-
trol. An illustrative example is given. 
Keywords: optimal control, degenerate problem turnpike solution, resolving 
system, Bellman equations family, multiple maxima method. 

 
�(','��' 

 
�#� ��'���� �!��&����!( �����  �%����#���-� $%���#����, (���)-

����!( �#� ������ � #�����!�� $%���#������, � [1] �����"����!  �%� �-
�#��!� �������������!� �����! %���"��������� ) ��-$#���!� ������� 
����'�-� %����)� (���-$#���!( ���'������) � ����� )����!( ��)���$-
��� (0�0) ������� 4$�) �� ������� � ���������!( ���������!( $�#�-
���( �%����#������. �#� ������ � �-��������!��  #�����!�� $%���#�-
����� %��� �%��#��� %������� �������!� ����� ��##����, �� �������-
���$,+�� $�������� ���������� ����-$#���!�, � ��-#��)�� �%�������, � 
�� ����� )�)  0�0 %������� ) ������� ��-$#���!( $�������� � �����!( 
%��������!(. ����)� � %���#����� "�#�� �"+�( ���������!( $�#���� 
[2], -�� ������ �����'�,+�� 4$�) �� ������� ��%�#��$���� �����'�,-
+�� �������, %����#��� ���!� �����&����� *44�)�����-� ��'���� �!-
��&����!( �����, �#����������!� �����$ )����!( ��)���$���. � ������ 
��������������� ��)�� �����&����� %�� ���#�������� ��-�����#��!( 
                                                 

∗ 
�"��� �!%�#���� %�� 4��������� %�����&)� 
22� (%���)� 09-01-00170-�). 
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��'����, (���)����!( �#� �!��&����!( ����� � #�����!� �-�������-
�!� $%���#�����. 

 
1. �+*-�-+&�)' �*�+(�3 +/-�0��1�+*-�  

* 2�.2'��%7'8 *�*-'0+8 
 


�������������� �"+�� ������ �%����#���-� $%���#���� �#� ��%��-
�!��!( ������ )�) ������ � �����$�� 4$�) ����#� ( )I m  �� D : 

[ ]{ ( ), ( ) : ( , , ), , ,

( , ) ( ) , ( , ( ), , ( )) }

I F

n p n p
I I F F

D m x t u t x f t x u t T t t

x u t R t x t t x t R+ +

= = = ∈ =

∈Β ⊂ ∈Γ ⊂

�
 

( , ( ), , ( )).I I F FI F t x t t x t=  

�������� ��������� -#��)�( 4$�) �� ( , )t xαϕ , α ∈ Α , � 4$�) ����# 
��� *��� ���������� 

: , { : }, (0) 0,R r Rω ωΖ → Ζ = Α → =  
( ) 0 ( ( )) 0.r rα ω α≤ � ≤  

�#��� ��)�( 4$�) ����#�� �"������� Ω . �������� )�����$) �� 

( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ),T
x tR t x u t x f t x u t xα α αϕ ϕ= +  

( ) ( ) ( ( , ) ( , )),I IG F α αγ γ ω ϕ ϑ χ ϕ τ ξ= + −  

( , , , ), , , , .nR Rγ τ ξ ϑ χ τ ϑ ξ χ= ∈ ∈  


'+2'0� 1. /$��� ���,��� %��#�������#������ { }sm D⊂  � ������� 

( , )αω ϕ  ��)��, ��� 

1) 
( , ) ( )

sup ( , , ) 0, ;
x u t

R t x uα α
∈Β

= ∈ Α  

2) ( ( , ( ), ( )) ) 0;
s

s s

T

R t x t u t dtαω →
  

3) ( , ( ), , ( )) ,I I F F sG t x t t x t l→  
inf{ ( ) : { : ( ), ( )}}.l G xγ γ γ ξ τ ϑ= ∈Γ ∩ ∈ Χ ∈ Χ  

��-�� { }sm  � ���������$,+��, � #,"�� ���������$,+�� %��#���-
����#������ $���#�������� $�#����� 2), 3). 
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2. �2��+9'��' � �**�',+(���% 0�4�*-2��1�): 2'�'��8  
()2+9,'��): .�,�& 

 

��������� (���)����!� )#��� �!��&����!( ����� 

[ ] 1 2( , ) ( , ) , , , , ( ) ,I F I Ix g t x h t x u t T t t u u u x t x= + ∈ = ≤ ≤ =�  

( ( )) inf .FI F x t= →  

�-��������� �� u  #�-)� %��������� ) ���$ u b≤ . 

������'���� ��##���� �#� *��� ������ 

( , ) 0, ( , ) ( )t x Fh t x b t x F xϕ ϕ ϕΤ+ = = −  

���,� ���"������� %�� ( , ) 0x h t xϕΤ =  � �� �����'�,��� ��%�������-

�����. �$��� ��)��� �����'�,+$, ������$ ( , )αϕ ω  � ���� 

1,2 1 2 1 2, ( ( )) ( , ) max( , ),r r r r rϕ ω α ω= =  

-�� 1,2ϕ  � ��'���� #�����!( ����� 

1,2( , ) 0, ( , ) ( ).t x Fð t x b t x F xϕ ϕ ϕΤ± = = −  

2$�) �� G  �� ������� �� χ , �.�. ����� �����$� %� χ  ��,�$: 

1 1 21

2 1 2

, 0
max( ) ,

, 0
I I I

F I
I I I

G x αα

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
− − ≤�

= − + − = �− − ≥�
 

( ( , )), 1,2.ixu bsign h t x iϕ Τ= =  
 

�2�0'2. 
 

[ ]1 2 2 2 1( ) , , 1, 0,2 , (0) , (2).x x x u u t x I xξ= = ≤ ∈ = =�  

3���� 2(( ) ,0), (0,1)g x h= =  4$�) �� 1,2ϕ   #�-)� ��(������: 

1 2 3 2 3
1,2

1 1
( ) ( ( 2)) .

3 3
x x x tϕ = − ± ± ± − ±  

2
2

1 2, 1,2, 2 / 3 .I Iix
u sign iϕ ϕ ϕ ξ= = − =  

��)�� �"�����, ����!� $�#����� $���#������,� �#��$,+�� ��-
&��!: 
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2 2

2 2

1, 0, , 1, 0, ,

0, ( ,2], 0, ( ,2]

t t
u u

t t

ξ ξ

ξ ξ

� �� � � �− ∈ ∈ −� �� � � �= =� �
∈ ∈ −� �� �

 

%�� 2 0ξ >  � %�� 2 0ξ <  ��������������. 
 

����%&'��' 
 


����������!� ����� ���!� %��(�� ) ���#�������, ��-�����#��!( 
��'����, (���)����!( �#� �!��&����!( �����, %�������, � ��#���� �� 
����� �����-�, �� ����-$#����-� $�������� ��##����, ) )��"��� �� �� 
��'���� ��������� ��-$#���!( $�������� � �����!( %��������!( ��%� 
��##����. � �#$��� �����������-� �)�#����-� #������-� $%���#���� ((�-
��)�����-�, ��%�����, �#� )������!( $%���#���!( ������ [3, 4]) $)����-
��� ��������� ������� �� ��$( #�����!( $�������� � ����� � ��� &� ��-
��#��!� $�#�����. �#� �( ��'���� *44�)�����, � ���������, ����� (�-
��)�������). 
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������	
 �����	��������� �����������  
	����� �������∗∗∗∗ 

 
� ������ %���#�-����� ���������)�� %��(�� ) ��'���, ��&��� �%#�����!( 
��4���� �����-�����������)�( %��"#�� $��������-� �������� �� ������ 
)�� �%�$�#���� �� ��-*)�#�-�-*)��������)�� ����#� � $����� ���#���-� 
�%!�� ����#�������� ��-�����.  
 �%&'()' *�+(�: ��4���� ������ �"��%������, $��������� ��������, ��-
��#��������, �� ��-*)�#�-�-*)��������)�� ����#�. 

 
V.I. Gurman, D.Ts. Budaeva 

 
PROBLEMS OF REGION MODEL INFORMATIONAL PROVISION 

 
The article presents a methodical approach to the interdisciplinary information and 
statistical problems of sustainable development solution, based on the conceptual 
socio-ecological-economic model in view of the experience of regions modeling. 
Keywords: information security, sustainable development, modeling, socio-
ecological-economic model. 
 

�(','��' 
� ������ ��"��� ���#����$,��� � ��%�#��������� ��"�������-� �%!-

�� ����#�������� ��-����� [1-4] ��4���� ����!� ��%�)�! %��"#��!, 
�������!� � ����!� ��4� ���� � �4� ��#���� ��������)� �����������-
�)�( ����!( � �������������� %�������� ������ �� ��-*)�#�-�-
*)��������)�� ������!.  

6��"! � ����� ���'��" ������ %��"#��!, �"������� ) �����$ �� ��-
�$#������ )����������-� ���#��� )�� �%�$�#���� ����#� [4] � )������, 
��$+���������� ��&��� $��������-� �������� ()�) �"�"+���� )������� 
����� ������ *)��������)�� �����"�#������ �����#��), )$�� �(���� 
����� ! (������!) %���!( %�������������!( ������, ����������� �����-
#�� �� )��%�����! %�������� ����! �� �$�� � ������ �� %������-�� ��-
���������#����. ��� *��( «��&��� �%#�����!(» �������� �������&�� 
%��)�����)� � ����� )�#���������� ��������� �� ��-*)�#�-�-
*)��������)�� ������! (�����!, ��-����) � ���#��� �, $%���#��� %� 
%��� �%�� $��������-� ��������, ��� � %����#�,+�� "�#�'������ ��-
�$����$,� � �4� ��#���� ��������)�. � ���"������� ����� �+$+����� 
��4� �� ����!(, ���"(����!( �#� ����&���� ������ ����!( %�� ����� 
)�) ��&���'�-� 4�)���� $��������-� ��������.  

�� ���. 1 %�������#��� �(��������)� ��4���� ������ ���"��&���� 
����� �� %��#����( ������ �� ��-*)�#�-�-*)��������)�� ����#� [5, 6] . 
                                                 

∗ 
�"��� �!%�#���� %�� %�����&)� 

�2 (%���)� 9 11-02-00171�), 
22� (%���)�      
9 10-06-00081�) 
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��. 1. �� ��-*)�#�-�-*)��������)�� ����#� 
 

�� *��� �(��� �!��#��! ������!� �������!� "#�)�: /
�
���, 
.����0���, ��7�	0 � ������7��. ����"$)����!� "#�)� �#��� 
�"������,� ���"(����!� ������! ��4���� �� � ��)$+�� ��������� ��-
��#��!( %��������, �� )����!� %����(���� �����������, �� ��#���� (�), 
*)��������)�� (.), %�������� (/), � � ��������� �"+�-� ��$���-
��(�����)�-� %��-����� (�), ����($ ��"��#����� ��4���� �� �" $%���-
#�,+�( �����������( (	), �%���� � %��-������ ��4���� �� � "$�$+�� 
���������. ��$("$)����!� "#�)� ��#&�! �����&��� ��4���� �, � 
��$������( ��������������( � %���������( � � ��������������( %�����-
��� ��&�$ ��"�� � � $%���#�,+�� "#�)��. ��4���� �� � ����������� 
������ ������ %��������! �� ����#��!� %��������! ��#&�� �����&���-
�� �� ���( ��$("$)����!( �������(. �!��#��! 22 "#�)� (�� 24), ������-
��#��� (���'� �"��%�����!� �����������)��� ����!��. .��-� ���� ��-
����������. �������,+$, ��4���� �, (-#���!� �"����� %� ���������-
������ )��%�����) ���"(����� 4���������� ������. /�� *��� ��� ��#&-
�� "!�� �!��&��� � ��-#�������!( �������(, %������( � ����� �(. 

� ��$-�� ������!, %�� �!%�#����� *��( &���)�( ���"������ �! %�#$��� 
�������#��$, ���"��$ � �������� ��(������� $%���#���� �� ����!( $�����( 
� ��� ���!� � ��'���� ��"������� %��"#�� $��������-� ��������. 

0���#�, �%�����$, � [4], ��&�� ������������� � )�) ���)$, �(��$ 
4����������� ���"(������ ��4���� ��, � )�) �����$���� *44�)�����-
-� �� ��%�#�������� �� ������ ���-����������-� ���#���, � ��������� �#� 
%���)� �%����#��!( ������-�� $��������-� ��������. ���,+���� �%!� 
%��#�&���� �� %���'����$,+�( ������ [1-4] %���)��!���� �#��$,+�� 
���"(����!� '�-� %� ���#��� �� �����-� %��(���:  
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1) �����"����� �����(����)�� ��"�� %�)�����#�� ��������� %�������-
�! �)�$&�,+�� ����! � %������!( ���$���� � ���#�-���!� ��"�� �#� 
�� ��#���� %��������!;  

2) �����"����� ������)� 4����������� ��"#�  %��������� )�� �%�$-
�#���� ����#�, ��(��� �� �( �����&���#���-� ��!�#� � ��%�#��������� 
������"����!( ��)$�����#��!( �������)��,  �#���%���#���!( *�%���-
���)�( ���#�������� � *)�%����!( � ���);  

3) ���#������� �����"�����!� ������)� � �"��%����� (�������, %��-
���&���� � �"���#���� %�#$����!( ����!(. 

	��)�#������ �������������!( �"1�)��� � ��-����� ���#����-� 
���'��"� ��)#,���� �����&����� %�#$����� ����!( � %���+�, ��)�( 
«����������!(» %�� ��$�, )�) ��"#,����� � ���#���!( ���$� ��( �#� 
�%� ��#��� ��-���������!� *)�%�������!, �"��%�����,+�� ���"(���-
��� ������"����� ���$� ��. ����������� %����#��!� %$�� ����� � *�� 
��)��%��������� ����#� � �"1�)� �� ����#��!� ������������$,+�� *#�-
����! (�%������!), �� ��#�,+���� $��)�#��!��. ��-�� %������� ���-
��&����� %�������� ��� ���� ���"(����!� *)�%�������! � ��( $�#���-
�(, )����!� ����������$,� $�#����� �( �������������� � �������.  

«.)�%�������» ����� �#��$�� %������� ���������� '���)�: *�� #,"�� 
%�� ��$��, %����#�,+�� ������������ ��)��!� �%������: ���#��!� *)�-
%�������, ���#�� #������$��!( ����!(, *)�%����!� � ��)� � �.%. ��)$, 
%�� ��$�$, �����&�+$,, %� �$+����$, ���"������ ) ����!�, %����#�,-
+�� ������������ ��)��!� �%������, "$��� ���!���� ������	�
�� 

	�������
���. 

���"�#�� %����!� %�������#����� �"����)��!� *)�%�������, %�����-
���!� %$��� �%%��)���� �� ��)���-� �%������� #������� ���$)�$���, 
��&���'�� ��������� )������ ��#����� ������#���� %����"����� � ��-
4���� �� %� ��������, � "�#�� �#�&�!�� %�������#������. 

/$��� �"1�)� �%��!������ �� �������� �����)� ������� %��"#�&���� 
#�����!� $��������� � %�������!�� )�*44� ������� 

              ( ) ( ),,,,, 21 kxxxxxxQx �� =−= ∗                             (1) 

-�� x  � ��)���, ∗x  � �-� �������� (�%�����) �������� ( )nxnQ − � 
����� �.  

7�#� *)�%�������� � �%����#���� *#������� ����� ! Q . ���-���#�-

�!� *#�����! ����� ! Q  �%����#�,��� %� 4���$#� 

                         

,ln
1

iiiI

iiF

IF
ii Rx

xx

tt
q

∗

∗

−
−

−
=                              (2) 

%�*���$ �#� %��������� ����)��%�������-� �"����)���-� *)�%���-
����� ���"$����: 

- ������ (�%����#���) %����#&���#������ *)�%�������� � ����� Ft ; 
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- ������ (��������) ����#���� ��������� ( )0ix ; 

- �%����#��� ������$+���!� �������� ∗∗ ji xx , ; 

- �"��%����� %�����&���� ���( ��$-�( )��%������� jx , ji ≠ , � ��-

������� ∗jx  � ������� ������� Ft . 3���� �%����#�,��� ������-���#��!� 

*#�����! ����� ! Q  %� 4���$#� 

                             

( ) ( )

( ) ( )( ) .
1

ii F I

ii F I

q t t
iF i iI i

ij iiq t t
j j

x x x x e
q q

x x e

−
∗ ∗

−
∗

− − −
=

− −
                     (3) 

0��-�)��%������!� *)�%������� %�������#��� ��"�� %�� ��$�$ %� 
�%����#���, ����� ! Q  �  �#�� � ������������ � ��������� 4���$#�� 

( ) ( )( ) ( )( )11
lnF I I FQ t t X t X X t X

−−
∗ ∗= − − − , 

-�� X  � )��������� ����� �, ������#����� �� ��)����� x  )�) ���#"-
 ��, %�� *��� ��)���! ( )Itx  ����,��� )�) #������ ���������!�. /����-
����� ����� �� n  *)�%��������� ��� �"1�)��� �  �#�� %�� ���#���!( 
#������ ���������!( ( )Itx  %����#&���#������, IF tt −  � ��"#,��,��� 

����������$,+�� �������� ��)����� ( )Ftx . 
���#�-���� ��-$� "!�� %�������! �"����)��!� *)�%�������! �#� 

����#��, $���!��,+�( ���'��� ����������� u , �)#,��� $%���#�,+��: 

( ) ( ) ( )1 2, , , , kx Q x x R u u u u u u∗ ∗= − + − =� � , 

-�� ( )R n k− ×  � ����� �. 

� $����� *��( ���"��&����, ��%�#��$��!� � [1-5] ������ ��-����#�-
��� ����#� )�) ��#������� �  �#�� ���������)�� ������! %�������#��! 
� )����#������� 4����, ���#�-����� �"+�%������� 4���� �#� ����#� 
���������)�-� ��&�����#���-� "�#����:  

( )( ) ( )( ), ,x Q x u x x R x u u u∗ ∗= − + −� . 

�( %�#��� #�������� �� %�#$������ «�"1��#�����» 4$�) �� ( ),Q x u  

� ( ),R x u  )���������� � �%����#���!( �"#����( %����������� ���������-

�����������. �  �#�� ��)�� %��(�� ��&�� ������������� )�) %��#�����-
��#��$, )$�����-#�����$, �%%��)���� �, ��#������� ����#�, )���-
�$, ��&�� ��%�#�������, «���������» �� � ����� ����$, �(��$ $#$�'�-
��� $%���#�����)�( ��'����.  

��) %�)��!���� ���,+���� �%!�, �������&�� &�#���!� ������)� 
(%�� ��$�!) ���� �� ���( ����#�( �%�����. � *��( $�#����( ��"��� %���-
����!( �%� ��#����� %� ������4�)� �� %�������#����� )�) �������)�� 
%�� ���, ��%���#���!� �"����)��!�� *)�%���������� )�)  �#�%�#�-�,-
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+��� $������)��� � �)#,��,+�� ���!� ������"����!� %��(��!. ��&-
�$, ��#� ��#&�! �-���� �� ��#�-����)�� �%���! � *)�%����!� %�� ��$-
�!. � *��( �#$���( �"����)��!� *)�%������� �����%�����$���� )�) ��-
���&���#��!� ��%��� ���%��������.  

��) %�)��!���� �%!� [2, 3],  %���"��� ��"��� #$�'� ���-� �!%�#����-
�� �)�������������!� ��&��� �%#�����!� )�##�)�����, ������+�� �� 
%�������!( �%� ��#����� � ��������)��. /��#����� ��������� ��#� �$-
%��������� � �����%���������, �(���+�( � $�������� ��#����. ����#�-
�!� �%� ��#���������!� -�$%%! %�#$��,� ������� %� ��(�&����, %�-
�������� � ���( ���"(����!( ��#����, � ��� ���#� ��&��� �%#������-� 
(���)����, )����!� %�� ���%����#���� ������� ������#��� �������! ) 
�( )��%���� ��. 

/�������#����� %���%�)����!� � ���)� ������ ��4���� �����-� 
�"��%������ �����"��!����!� ���-�$������!� %��-������-
��4���� ����!� )��%#�)� (���. 2), %��)�#�)$ �� ��&��� $����� ��(�-
����� ����#� � �������� ������� �%#�����!�, ��������#��� (���'� 
�"��%�����!� ��4���� ���, )����$, ��&�� �����4���������� %� �%��-
��#���!� %����#�� �-��-�������� � ��4���� �, �#��$,+�( $������, � 
��� ���#� $����� �� ��-*)�#�-�-*)��������)�� ����#�.  

 

��*-'0� 2'4�+���1�+4+ 0+,'��2+(���3 
 

 

��.2. /��-������-��4���� ����!� )��%#�)� 

 

/�������#���!� �!'� �(��! �"����)���-� *)�%�������� ��,� �����$ 
�#� �����"��)� )��)����!( �����&���#��!( ������). 0�����)�, ������-
+���� ) �� ��-*)�#�-����)�� "#�)�� � %�����&���!� �#����, ������-
 ��, ��-$� ��������������� �� ��������#��!� ���#�� ���#���!( ��-��-
��� � ���#���!�� �&�����!�� ���������� $)�����!( ����������$,+�( 
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����)���, �( %������� �� ������ ����� �!"�����!( ���������, �� ��%-
��(�#�-����)�-� ��)���������� � �.%. 

����%&'��' 
��)�� �"�����, �������������!� %��(��, ��������!� �� ��%�#�����-

��� )�� �%�$�#���� ����#�, %���%�#�-��� 4����������� "�#�'�-� )�-
#������� ����!( ��&��� �%#������� %�����!, ��� ���"$�� ��-����� �� 
�������������� ���������!( %�������!( �%� ��#�����. 0�&��� �%#�-
������ ���#�������� � *��� ����'���� ��#&�� "�#�'� ��%������� ��"�-
�$ ��� %���)���, ��#� )�����-� )�) ��� � ��#&�� �!%�#���� )�� �%�$�#�-
��� �����������)�� ����#�.  
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�������������� ������ %������� )��%�������!( ��'���� � ��#!( -�$%%�(. 
/���#�-����� %��� �% ��-#�������� � ��������!� �� ��� ����� (0-�����), 
�"��%�����,+�� �����'���� %�����)��� �������� � �����. /������� %��-
��� %��������� %���#�-����-� ������, �%����! �-� �������� � ��$+����#�-
�� ��������� � ��$-��� �������� -�$%%���-� �!"���. 
 �%&'()' *�+(�: -�$%%���� �!"��, ��#!� -�$%%!, )��%��������� ��'�-
���, %��� �% ��-#��������. 

 
G.S. Maltugueva, A.Y. Yurin  

 
METHOD OF DECISION-MAKING IN SMALL GROUPS 

 
The problem of decision-making in small groups is considered. The aggregation 
principle and the new method (0-method) are proposed, the method provides 
solution of the Condorcet and Borda paradoxes. An example of application of M-
method, description of M-method�s properties and it  comparison with other 
methods of a group decision-making are presented. 
Keywords: group decision-making, small groups, method, compromise decision, 
aggregation principle.  
 
�(','��'. � %�� ���� �����#������ ��#!( -�$%% [1] ()�������, )���-

�����) �����)��� ���"(�������� %������� ��'����, � ��������� -�#���-
�����. /�� *��� ��'���� ��#&�� ����&��� ������ ���( �#���� -�$%%!, 
�.�. �-��-������� �( �������$�#��!� %���%������� � "!�� )��%������-
�!�. � ���� �#$���� [2-4] ������������ �!��#��� #$�'�� ������� ��'�-
��� %��"#��!, �� ���"$���� $%��������� ��� �����&�!� �������! � %�-
���)� $"!����� �( %���%������#������.  

/�� �%����#���!( %��4�#�( �������$�#��!( %���%������� (����-
)$%����� ������ $������)�� �!"���) �������!� �����! 4����������� 
����'���� -�$%%���-� %���%������� �� �"��%�����,� %�#$����� ��'�-
��� �#� %�#$������ ��'���� %����������� �����, ��)����!( �#���� 
-�$%%! ()�##�)����) [2, 4, 5]. � ����� � *��� �����"��)� ���!( ������� 
4����������� ����'���� -�$%%���-� %���%������� ��#����� ����� �� 
�)�$�#��!( %��"#�� � �"#���� -�$%%���-� %������� ��'���� � -�#�����-
��� [1, 6]. � ��"��� %���#�-����� ����� 4����������� )��%��������-� 
��'����, �����'�,+�-� ��)�� %�����)�! -�#��������, )�) %�����)� 
�������� � %�����)� �����. 

�+*-��+(�� .�,�&� 42�//+(+4+ (�+��'�-�(�+4+) ();+2�. �"����-
��� ����� A � ���&����� �#��������� � ���#�� *#������� n: 

( )1 2, , , nA A A A= � , �������$�#��!� %���%������� $������)�� �!"���: 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ����!���� �."., #��� 
.#. 0���� %�����&)� %������� ��'���� � ��#!( 
-�$%%�( 
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jR , 1,j m=  �����! )���������� � ��"���� "�����!( ����'���� ������-

-�-� %���%������� :j j
i kQ AQ A : i kA A�  �#� i kA A≈ , -�� ,≈�  � ����'���� 

����-�-� %���%������� � *)����#�������� ��������������, �.�. 

{ },jQ = ≈� . ��4���� �� �" �������$�#����  %���%������� )�&��-� 

�#��� -�$%%! %�������#����� � 4���� �"�"+����� ���&����)� � $)���-

���� ����� ������� 
1 2 31 2 3 1...

n

j j j j j
i i i n iR A Q A Q A Q Q A−= , -�� { },jQ = ≈�  

1, 1nα∀ = − . ����)$%����� �������$�#��!( %���%������� ���( 
�#���� -�$%%! �"���$�� %��4�#� �������$�#��!( %���%�������, )���-

�!� %�������#��� ��"�� m-����!� )����& ���&�����): ( )1 , , mR R R= � .  

�%���" �"��"��)� �������$�#��!( %���%������� %�������#��� ��"�� 
�%������, )����!� ���"��&��� %��$ A,R  �� ����'���� -�$%%���-�  

()�##�)�����-�) %���%������� ( )m
agg RRFR ,,1

�= : aggRRA →, , -�� 

��)��! ���"��&���� %�������#�,� ��"�� �����! 4����������� ����'�-
��� -�$%%���-� %���%������� [4, 7]. 

�2��<�/ *+4��*+(���3 � 0'-+, 2'�'��3 .�,�&� 42�//+(+4+ ();+-
2�. � ������ )�&��-� ������ 4����������� ����'���� -�$%%���-� %���-
%������� #�&�� %��� �% � ��)�� %����#� �#� ��"�� %����#, ��-#���� )�-
�����$ %����(���� �%����#���� #$�'�� �#���������! (%����)� %���%��-
����#������ �#���������). 

 � [8] "!#� %���#�&��� ��%�#������� � )������� %��� �%� ��-#�����-
��� «�%���" �$&���� ���&����� /�����, ��������!� �� $��#���� ����-
'���� %���%������� [9]». ����!� %��� �% %����#�# [8]: «%���������� 
�����$ -�$%%���-� �!"��� )�) �-�$, � )������ )�&��� �� �#��������� 
()�������) %������� �����#� ���"�#�� $"�&����!( ����( ��������)��, 
����� ����� $"�&����!( � �.�., %����� �� )�&��� ��)�� %���1��#���� 
%�������)� ��#&�! ���������, )�) �����$�, ���)����� ��������. �#�-
���������, %�������� $��$%�,+�� � ��)�� %�����)�, �!"!����. /�� *��� 
� ����������� �� ���$� �� ��� #�"� $��#����� %��� �� %�"����'�� �� 
�#���������! �/�#� %���-��� ����#��!� �#����������� � "���"� � ���». 
2����#��������� ���� %��� �%� %��-������ ���#������� [8,10]. /�� 
��'���� ������!( %������� �� [2] %��� �% �)���#�� ����� *44�)�����, 
��� %��� �% ��������: � ���� %������� ����'���� -�$%%���-� %���%��-
����� �� "!#� %�#$����, � �� ����� )�) %��� �% �������� %����#�# �-� 
%�#$����. � ����� � *��� "!# ���#�� �!��� � ���"(�������� ����4�)�-
 �� %��� �%� �#� �"��%������ �����&����� ��'���� ����!( %������� � 
�����'���� %�����)��� �������� � �����. 

	+,�=���<�3 /2��<�/� *+4��*+(���3. 0���4�)� �� �!'���#�-
&����-� %��� �%� ��-#�������� ������� � �#��$,+��: 
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1. /�������#���� %��� �%� ��-#�������� � ���� %�� ��$�! %�%����-� 
��������� �����%���,+�( �#���������. /�� *��� )�&��� �#���������� 
�������� � ������������ n-����!� ��)��� ( )1 2, , ,i i i inA a a a↔ � , -�� ia  � 

)�#������� $������)�� �!"���, ���%�#�&��'�( �������������$, �#�-

��������$ iA  �� j-� ����� � ���&����)� ( )nji ,1, = , n � ���#� �#���������. 
��-�� %�� ��$�� ��������� %�������#��� ��"�� %�)�����������  (%�)��-
%��������) ��������� ��)����� ( )inii aaa ,,, 21 �  � ( )jnjj aaa ,,, 21 � , (���)-

�����$,+�( �����%���,+�� �#���������!. ��#� %� ���� )���������� 
()��%�������), )���� %��#����� iA  �� ($&� jA , � �������� %��#����� 

)��������! ()��%�����! ��)����) iA  ����-� ����'� �������� ���������-

�$,+�� )��������! ��)���� jA , �� iA  �������$�� jA ( ji AA � ). ;$�'�� 

(�������$��!�) �#���������! ��)#,��,��� �� ��#����'�-� ���������-
���, �� ��( 4�����$���� ���&����� �������$��!( �#��������� L . 

� (��� %��������� %��� �%� ��� �#���������! ��#���� �� ��� ���&�-
����: 

• ���&����� �������$��!( (($�'�() �#��������� ( L ): 

⇔∈ LA j  jlil aa ≥  � jnin aa < 1,1 −=∀ nl jinjni ≠==∀  :,1 ,,1  

(�#���������� iA  %���%������#���� �#���������! jA ). 

• ���&����� *)����#����!( (����� ���!() �#��������� ( Eq ): 

nlaaEqAAAA jliljiji ,1 ,: =∀=⇔∈≈  

(�#���������! iA  � jA  *)����#����! �#� ����� ���!). 

• ���&����� ���������!( �#��������� ( In ) �����&�� �#���������!, 
�� %�����#�&�+�� �� ���&����$ �������$��!(, �� ���&����$ *)����-
#����!( �#���������. 

2. ��%�#����� %��� �%� ��-#�������� %����#��� ��(������� %��-
��$+�����, )����!� %����#�,� $���!���� %����$+����� ����� �#������-
���! ��� ��$-��. /����#� %����#�,� %��������� %���!'���� (����� $) 
�������� )��������! ��)����, �%��!��,+�-� �#���������$, �� �#��$,-
+$, )��������$. �.�. ��#�   

• jkik aa > 2,1 −=∀ nk , �� ( )11,1, −−+= +÷ jkikkiki aaaa ; 

• ��#� 1,1, −− > njni aa , �� ( )11,1, −−+= −− njnijnjn aaaa . 

/�#$����!� ����4� �������!� %��� �% ��-#�������� �������$-
�#��!( %���%������� ��#������� �� �������!( $����� ���( (�� ��#�)� 
%�����) %��� �� �#���������! � �������$�#��!( %���%�������( � ��#�-
���� %����# ��(������� %����$+�����.  

	-0'-+,. �� ������ ����4� ��������-� %��� �%� ��-#�������� ��-
�����$�#��!( %���%������� �����"���� ����� 4����������� ����'���� 
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-�$%%���-� ()�##�)�����-�) %���%������� � 0-�����. �%�'�� �-� � ���� 
%��#�������#������ '�-�� (�#-������): 

<�- 0. /$��� t � ����� ����� ��, 1=t . 
<�- 1. /��������� ����� ! ���&�����) S  � ����� ! *)����#���-

�����  D %� ��(���!� ����!� (�������$�#��!� %���%��������): 

( )ijsS =  1,1 += ni , kj ,1= , mk ≤ , -�� n � ���#� �#���������, m � ���-

#� $������)�� �!"��� (*)�%�����), ( inii sss ,,, 21 � ) �  ���&����)� i--� 

*)�%���� ( iPr ), 1, +nis �  )�#������� ���&�����) ��)�-� ����: 

 ,1 , ,1 ),( kjnidD ij ===

�
�

�

�
�

�

�

−

−

=

�����.*)����#���      

-�$%%$ ���$    �  ��  �(���� ��  ��#�0

; �(����  )����$,  � *)�%����, -�-      

 �#�  ����*)����#���  -�$%%!  �����

i

i
ij A

Aj

g

d  

DDSS tt ==  , .  

<�- 2. 2����������� ����� ! %��������!( ������� tE  �� ������-

��� �����  tS  � tD , -�� t
ije  � %����)��!� ����� �#���������! iA  � ���-

&����)� jPr . 

<�- 3. /��������� )��������� ����� ! ��������� tC  %� ����� � 
tE , -�� t

ijc  � )�#������� *)�%�����, %�������'�( �#���������$ iA  �� j -� 

�����. 

<�- 4. ���#�� ����� ! tC : ��#� � ����� � ��� *#�����! ����!, �� 
%���(�� �� '�- 0 � ��)������ ��� ��������� ��(���!( ����!(: ���&�-
���� �#��������� �#� ���&�����) %$��� �( $��#������ �#� ��)��+����. 

<�- 5. /��������� ����-� %��� �%� ��-#�������� �#� ���'������ 

���&����� �������$��!( �#��������� tL  ���!�� ($�'��� �#��������-
���� � %���+�, ����-� %��� �%� ��-#��������: 

⇔∈ t
i LA t

ni
t
in

t
ji

t
ij aaaa ,1,1  �  ++ >≤ . njni ,1 1,1 =∀−=∀ . 

<�- 6. ���#�� ���&����� �������$��!( �#��������� tL : ��#�  

1−= nLt , �� %���(�� �� '�- 10, �.). ��'���� �������; ��#� 1−= tt LL , �� 

%���(�� �� '�- 9, �.). �������&�� ���'����� ���&����� �������$��!( 
�#��������� � %���+�, ����-� %��� �%� ��-#�������� � ���"(����� 
%�������� ) �����'��$�� ���&����$ �#��������� ��$-�� %��� �%! ��-
-#��������. 
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<�- 7. 	��#���� �� �������$�#��!( %���%������� (���&�����)) 

�#���������, �(���+�( � tL . 
<�- 8. 1+= tt , %���(�� �� '�- 1. 
<�- 9. /��������� �� ���&����� �����'�(�� �#��������� �������: 

�������, �$�"��, 2�'"���� [4] � %��#��$,+�� %���(���� �� '�- 10. 
<�- 10.�)������� ��"��!: ���"��&���� ���$#������. 
�2�0'2 /2�0'�'��3 	-0'-+,�. 
��������� ��"��$ �#-������ �� 

%������ %��4�#� �������$�#��!( %���%�������, %������+�-� ) �����)-
������, %�����)�� �������� [11]. /$��� ������ 3 �#���������! 

( )cbaA ,,= , %��4�#� �������$�#��!( %���%������� %�������#�� � ��"-
#� � 1. 

 
��"#� � 1  

��(���!� %��4�#� �������$�#��!( %���%������� 
 

�������$�#��!�  
%���%������� 

��#�������  
-�#��$,+�( 

cba →→  8 
acb →→  7 
bac →→  6 

 
���"(����� %�������� ����'���� -�$%%���-� %���%�������. 

�'����: 
����� �� 1: 

1=t ; ����� � ���&�����) 
	
	
	

�

�

�
�
�




�

=
6

7

8

  1

bac

acb

cba

S ; 

� ������ �#$��� ��� �#���������! ����-� $%��������!, %�*���$ ���-
�� � *)����#�������� ��#����� �$#����, �%$���� �� �� ������������; 

����� � %��������!( ������� 
	
	
	

�

�

�
�
�




�

=
6

7

8

  

132

213

321
1E ; 

����� � ��������� 

)(

)(

)(

 

867

786

678
1

c

b

a

C
	
	
	

�

�

�
�
�




�

= . 

� ���$#����� ��������� �#��������� ( )6,7,8=a  � ( )8,6,7=c  %�#$����: 

a �������$�� c ( 1Lcca ∈�� ).  
/��#� $��#���� �#���������! c �� �������$�#��!( %���%������� %�-

#$��� %��4�#�, %�������#���!� � ��"#� � 2. 
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��"#� � 2  
��������!� %��4�#� �������$�#��!( %���%������� 

 
�������$�#��!� %���%������� ��#������� -�#��$,+�( 

ba →  8 
ab →  7 
ba →  6 

 
����� �� 2: 

2=t ,
	
	
	

�

�

�
�
�




�

=
6

7

8

 2  

ba

ab

ba

S , 
	
	
	

�

�

�
�
�




�

=
6

7

8

  

21

12

21
2E , 

)(

)(
 

147

7142

b

a
C 		

�

�
��



�
= . 


��$#���� ���������: 2Lbba ∈�� : { }bLL ∪= 12 .  
�)������#��!� ���$#���� (����'���� -�$%%���-� %���%�������):  

cba →→  
/��� �% �������� � ������ %������ %������� ) %�#$����, ������-

�������-� ����'���� -�$%%���-� %���%�������:  acba →→→ . 
��$#�-
��� %��������� ������ ����� �� ����������: cba →≈ . 
�'����, %�#$-
������ � %���+�, 0-������, ����������� � ���������� (����-� $%�����-
����). 

�(+8*-(� 	-0'-+,� � '4+ *2�(�'��' * ,2�4�0�. � )������� �����-
�!( ������� ������� 4����������� ����'���� -�$%%���-� %���%������� 
�!��#�,� [11] �#��$,+��: 

1. �����-#���� � ��#� �#���������� iA  #$�'� �#���������! jA  �#� 

���( �#���� )�##�)����, �� jA  �� ��&�� ����� #$�'�� �#����������� � 

-�$%%���� %���%�������. �!%�#������ �#� 0-������, �.). �������� ��-
)$+�� )��������!, )���� %��#�����, ��)����-(���)�������)� �#������-
���! iA  "�#�'� ()�) �����$�, �� 1), ��� ����������$,+�� )��������� 

��)����-(���)�������)� �#���������! jA . /��#����� &� )��������� $ iA  

��������� 0, � $ jA  ��&�� "!�� ��#���� �� 0. 

2. ����������� � ��#� 2 $������)� �!"��� %�����,��� �������$�#�-
�!�� %���%���������, �� ���$#���� �� ���������. �!%�#������ �#� 0-
������. 

3. ������#������ � ��#� � �������$�#��!( %���%�������( %������� 
������� � � �, �� ����������$,+�� �"����� ��������� � ���$#����. �!-
%�#������ �#� 0-������. 

4. 0����������� � $#$�'���� %��� �� #$�'�� �#���������! � ����-
���$�#��!( %���%�������( �� %������� ) �� %���-�!'$. �!%�#������ 
�#� 0-������, �.). $#$�'���� %��� �� �#���������! � �������$�#��!( 
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%���%�������( $��#������� �������� %���!( )�������� ��)���� (���)��-
�����)�, ���, � ���, �������, � ������������ � %��� �%�� ��-#��������, 
$��#����� ���%��� %���%������#������  ������ �#���������! � %�� ���� 
��������� � ��$-��� �#������������. 

5. 	��� ������ ���( $������)�� )�##�)����. �!%�#������ �#� 0-
������. 

6. ������%$#��$������ � �� �!%�#������ �� ����� �� �������!( ��-
����� (������� �������&����� .���$ [2-5]). 


��$#����! ��������� ������� � 0-������ %�������! � ��"#� � 3.  
 

��"#� � 3  
��������#��!� ���#�� ������� 
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 �
��
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��#������� 
������� 

0�&�������!� %����#� 
/����#� ��������#���-� 
"�#�'������ 

+ +  +  3 

/����#� �"��#,���-� 
"�#�'������ 

+ + + +  4 

0����!, ��������#��!� %� �������� 
0���� �������� + + + + + 5 
0���� ���%���� + +  + + 4 
0���� ��$%#����  + + + + 4 

0����! %������� ��)�� 
0���� �����  + +  + 4 
0���4�)� �� ������ ����� + + +  + 4 
0���� ����"�#�'������  + +  + 3 


�"����!� �����! 
0���� ������� + + +  + 4 
0���� 2�'"���� + + + + + 5 
0���� �$�"�� + + + +  4 
	-0'-+, + + + + + 5 

 
�� ������ ���$#������ ��������� ������� ��&�� $����&����:  
1. 0-����� %� ����� ��������� "#���) %��� �%$ ��������, �� � 

"�#�'�� ���%��� ������������ �� %���) )��%������� � $��� ������ (��-
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�����$�#��!( %���%�������) ���( $������)�� �!"��� � %����#��� �����-
'��� %�����)� �������� (%�#$����� �������������-� ����'���� %���-
%�������).  

2. �������� �� %�����(������ 0-������ ��� ��)����!�� ��������, 
�$+����$,� %��4�#� �������$�#��!( %���%������� (��%�����, ������ 
)�#������� ���&�����), �"���$,+�(  �)#), �#� )����!( �� �� ��#����� 
��'�,+��. � *��( �#$���( %���#�-����� %��������  0-����� � )��%#�)-
�� � ��$-��� -�"����!�� ��������. 

 ����%&'��'. .44�)������ %������� ��'���� � ��#!( -�$%%�( ���-
"$�� %���������  �%� ��#����������-� �����������)�-� �"��%������ � 
���� ������� %��������� ����'���� -�$%%���-� %���%�������.  

� ������ ��"��� %���#�&�� ���!� %��� �% ��-#�������� �������$-
�#��!( %���%������� � %��������!� � �-� %���+�, ����� 4��������-
��� ����'���� -�$%%���-� %���%������� (0-�����), %������� ����#�-
�!� %����� � ��������� � ��$-��� ��������.  

/��������� 0-������ %����#�� �����'��� ��� %�����)���, � ��� 
���#� %�����)� �������� (%�#$����� �������������-� ����'���� %���-
%�������) � %�����)� ����� (%���-�!' �#���������!, ����� %���%����-
��#���� "�#�� ��� �#� %�#����! �#���� -�$%%!). ����)� �$+����$,� 
%��4�#� �������$�#��!( %���%�������, %�� )����!( 0-����� �� ��#�-
���� ��'�,+��. � ����� � *��� %���#�-����� �-� ��%�#������� ��#�)� � 
)��%#�)�� � ��$-��� �������� -�$%%���-� �!"���. 

� �#$���( %��4�#�� �������$�#��!( %���%������� � ����!� )�#���-
����� ���&�����), �"���$,+�(  �)#, ��'���� �� ��&�� "!�� ������� �� 
����� �������. � ��)�( �#$���( ���"(����� �������� %�������)$ ������ 
� ��)������ �#� ���'����� ���&����� �#���������/���&�����). 
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� ������ ��� )���)�� �"��� %��"#�&���!( ������� �%����#���-� $%���#�-
��� � ����, #�&�+�( � �( ������. ��#�&���� ������� � �������( %��������) 
����� �%������ �� � $#$�'���� $%���#���� � ����������� 4���� �#� ��%��-
�!��!( $%���#���!( ������. 
���������! �����! %����-� � �����-� %����-
)��, � ��)&� �����! -#�"�#���-� $#$�'����. 
 �%&'()' *�+(�: �%������ ��, �%����#���� $%���#����, $#$�'����, %��-
"#�&���!� �����!. 
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METHODS OF IMPROVEMENT CONTROL PROCESSES 

 
The article gives a brief overview of approximate methods of optimal control and 
the ideas underlying them. Material is presented in terms of optimization and 
improvement control problems in the standard form for continuous control systems. 
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The first and second orders methods and methods of global improvement are 
considered. 
Keywords: optimization, optimal control, improvement, approximate methods. 

 
�(','��'  

 
/��)�����)�� ��%�#�������� ����������� ������ �%����#���-� 

$%���#����  �-�������� �#�&������� ���#��� �� ����������)�( ����-
��'����, �%��!��,+�( ��)���� ��'����.  .�� %��#$&�#� ������� 
�#� �����"��)� ���#���!( �������, %����#�,+�( ��)��� �%����#���� 
��'���� ��%���$,, %���������� �%��� �� $#$�'���� $%���#����, %�-
�������!( � ����� ������ %�� ��$��. � ���#� ������%�#�&��)�� 
. 
�$���� [1], �.�. �(� ���)�� � �.�. .����� [2, 3], 5.�. ���������� [4], 
5.�. <������)�� [5], �&. ��##� [6], � ��"���( )����!( ��'#� �����-
��� -��������!� �����!. �.). *�� �����! '���)� %�������#��! � ��-
$���� � $��"��� #������$��, %����"�� �( ������������� �� "$���, ��-
�#��'���, ��%�����, �� )��-$ 2./. ����#���� [7]. ��� ��������� ) )�-
��-���� ������� %����-� %����)�, )����!�, )�) %����#�, ���������-
�$,� ���&���� *44�)�������� %� ���� %��"#�&���� ) �%���$�$, ��� 
�������#� �"�������� ) "�#�� �#�&�!� �(����, � ��������� ) ������� 
�����-� %����)� [8�11]. 

7�#� ������ ������ � ���� )���)�� �"��� � ��������#��!� ���#�� ��-
����� $#$�'����  �����-� %����)�, � ��)&� ��#�)�#��!( �������, ����-
����!( �� ���������!( $�#����( �%����#������ ������� [12],  � �����-
����!( �������, ��%�#��$,+�( �����! %��� �%� ��)���$�� /�����-��� 
[13] � �-� �"�"+����, �� �����-���� ���-�( ��$-�( %��"#�&���!( ����-
���, ������#�,+�( �"'���$,, ����'$, ����������#����, �"#���� ���#�-
�������. � ���� ��&�� %����)������� %����"�� %� �%� ��#��!� �"��-
���. �#� )���)�-� ����)��#���� ��&�� ��)���������� �"���, �����&�-
+���� � [14].  

��#�&���� ������� � �������( �#��$,+�� %�������)� ������ �%����-
�� �� � $#$�'���� $%���#���� � ����������� 4���� �#� ��%���!���� 
������! 

( , , ), [ , ],I Fx f t x u t T t t= ∈ =�                                       (1) 

, ( , ) .n px R u U t x R∈ ∈ ⊂                                         (2) 

/���%�#�-�����, ��� It , ( )I Ix t x= , Ft  4�)�������!. 3���� 4$�) ����# 

)�) 4$�) �� )������-� ��������� ( ( ))FI F x t= . 

3����� �%������ �� ������� � %���)� %��#�������#������ { }sm D∈ , 
���������$,+�� 4$�) ����#, -�� D  � ���&����� %�� ����� 

( ( ), ( ))m x t u t= , $���#������,+�( (1) � (2). /��������� ���������$,+�� 
%��#�������#������ ��&�� ������� ����� ��'���� ������ $#$�'����, � 
)������ ����� ��)����!� *#����� Im D∈ . ���"$���� ����� *#����� 
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IIm D∈  �� )������ I  ����'�: ( ) ( )II II m I m< . 
�'�� *�$ �����$ ����� �-
����, ��&�� %�������� $#$�'�,+$,, � ��������� ���������$,+$,, 
%��#�������#������ { }sm . 3����� ��������������� %�� ����������!( �#� 
%��)��)� %���%�#�&����(: ��%���!������ 4$�) �� ( , , ), ( )f t x u F x  � 

���-�������-� ���"��&���� ( , )U t x , )$������ ��%���!������ ( )u t , )$-
������ -#��)���� ( )x t . 

 
1. 	'-+,) �� +*�+(' ,+*-�-+&�): �*�+(�8 +/-�0��1�+*-� 

 
���� *��( ������� ������� � �������� ������ $#$�'���� ) ������ 

%��"#�&����� �%������ �� � �)��������� �������-� *#������ Im D∈  
%$��� �%%��)���� �� 4$�) �� ������� � $�#���� ������� � ��##���� 
[15]  � $)������� �)���������. /�� *��� ���"$����, ���"! $#$�'����� 
��'���� ��(���#��� � ��� &� �)���������. �#� *��-� %���������� %���-
 �% #�)�#��� �� [9, 16], )����!� ������� � �#��$,+��. 

�������� ��%���-���#��!� 4$�) ����#:  

2 2 21 1
(1 ) (1 ) ( ) ,

2 2

F

I

t

F

t

I I x u dt x tα α α β β
� �

� �= + − ∆ + − ∆ + ∆� 	
� �� 	


 �

  

0 1, 0 1, ( ), ( ).I Ix x x t u u u tα β≤ ≤ ≤ ≤ ∆ = − ∆ = −  

� *��� )�����$) �� �����&���� «'���4!» �� ��)#������ �� Im  %� ��-
������, � $%���#���, � )�*44� ������� α  � β  ��������������. �!"�� 
�����!( )�*44� ������ %����#��� ��-$#������� "#������ �������( %��-
"#�&����. /�)�����, ��� �������� �� *��-� 4$�) ����#� %�� �%����-
#����� �!"��� �����!( )�*44� ������ %������� ) $����'���, ��(��-
��-� 4$�) ����#� %� ��������, � �-� ��������� �� *#������ Im , �.�. ) 
$#$�'���, *��-� *#������. ��#� %�� *��� %�#�&��� 1β = , �� %�#$������  
��#���� $#$�'����, � %�� β  ���������� ��#�� � �#�"�� $#$�'����.  ��-
����'���� �������-��##����  � �( �%%��)���� �� �����������,��� 
%��������#��� )  ��%���-���#����$ 4$�) ����#$.  

/�� %��������� ���#�����)�� �%%��)���� �� � ��������, �� ��#!( 
�����-� %����)� �)#,����#��� %�#$��,��� �����! $#$�'���� �����-� 
%����)� �� �#��$,+��� $����������:  

( )I I I
x p pHψ σ= − − −� � � , ( ) ( ( )) (1 )I

F x Ft F x t Eψ α σ α= − − − ,            (3) 
I I I I
xx px xp pp& &σ σ σ= − − + +� � � � � , ( ) ( ( ))I

F xx Ft F x tσ α= − ,             (4) 
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( , ) ( , ,( ( ) ( ( ))))Iu t x u t x t x x tψ σ= + −� ,    

                                 
( , )

( , , ) argmax ( , , , )
u U t x

u t x p H t x p u
∈

= ,                                      (5) 

( , )
( , , ) max ( , , , )

u U t x
t x p H t x p u

∈
=� , 

2 21
( , , , ) ( , , ) (1 )( | | (1 ) | | )

2
H t x p u p f t x u x uα β β′= − − ∆ + − ∆ . 

3���� ψ  � σ  �������������� -������� � ����� � ����!( %�������-

�!( 4$�) �� ������� %� )��%������� x  �� �%����� ����)�����, I
x� , 

I
�� , IH � , I

x x� , I
px� , I

��� , xF , x xF  � ����� ! %���!( � ����!( %����-

����!( ����������$,+�( 4$�) �� %� x  � p , %���������!� �� ����)-

�����  ( )Ix t . /���%�#�-�����, ��� *�� )$�����-��%���!��!� 4$�) �� 
�������.  

	�������� (3) � (5) %��-���! )�) �#� ��#���-�, ��) � �#� �#�"�-� 
$#$�'����. ����)� %�� ���������� ��#�� β , ����������$,+�� �#�-
"��$ $#$�'���,, �%��� �, ��)���$�� � (5) ��&�� �!%�#���� %��-
"#�&����, %� ���#������)�� 4���$#� ��)���$�� ��-�$��� #������-
)����������)�� 4$�) ��, �%%��)�����$,+�� ����������� H  �� u , 
$���!��� ��#���� u∆ . 

0�������� $�������� 
�))��� (4) ��&�� ����� ���"$, ���)$ ��$��� 
�����)� T  %�� 1α = , ��� ����������$�� ���%����#���� *)������#� /��-
���-���. � *��� �#$��� %���#�&��� �%� ��#���� %�� ��$�� $#$�'���� 
��)�� *)������#� %$��� ����-� ���"�� ���)� � ����#� �����)� �� ���� ��-
������� α  [10, 16]. 

��#� %�#�&��� 0σ =  � $��������( (3), (4), �� %�#$��,��� �����! 
%����-� %����)�, ��#���!� �� -���������-�.  

� [10, 17, 18] %� ��� &� %��� �%�� %�������! ���#�-� *��( ����-
��� $#$�'���� �#� ���)����!( � ���)�����-��%���!��!( %�� ����� � 
����������$,+�� ����� ����!� �#-�����!. /���#�&��! ��)&� �( ��-
��4�)� ��, �������������!� �� �!��)�%����������#��!� %���##�#�-
�!� �!���#���� � ��������!� �� �� #�)�#����, � �� ������)�������-
���)��  �%%��)���� �� ������'���� �������-��##���� �� �!"������ 
���)� $�#�� [19]. 

 
2. 	'-+, �'�+���1�+4+ ���&�'��3  2+-+(� 

 
� ���)�( ������ �.2. ������� [11, 20] ��)&� "!# �4���$#������ 

%��(�� ) ��#�)�#����$ $#$�'���, �� ������ ���������!( $�#���� �%-
����#������ � $#$�'����. � ��( ��%�#��$���� �"�"+���!� #�-���&���, 
)����!� �������� � %���+�, ���%����#����� 4$�) �� ( , )t xϕ  �#��$,-
+�� �"�����: 
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( ( )) ( , , )
F

I

t

F

t

L G x t R t x u dt= − 
 , 

( , , ) ( , , )x tR t x u f t x uϕ ϕ′= + , ( ) ( ) ( , ) ( , )F I IG x F x t x t xϕ ϕ= + − . 

2$�) �� ϕ  �������� ��), ��� 4$�) ����# L  �� �������� *#������ Im  
����� ��)���$� "�� $���� ��44���� ��#���� �����. ��� ���!� %�#$��-
���� "�����#����� ���&����� *#�������, $����'�,+�( L , �� )�����-� 
����� �!"������� �$&�!� *#����� .IIm D∈  �� *��-� �#��$��, ��� 

( ( ), ( )) ( ( ), ( )).I I II III x t u t I x t u t≥  
�������� %�#$������, )�-�� Im � *)����-
��#� /�����-���. 

� ��"��� [11] 4$�) �� ϕ  �!"������� � )#���� #������-

)����������)�( 
1

( , ) ( ) ( )
2

t x t x x t xϕ ψ σ′ ′= +  ��), ���"! ����������$,+�� 

#������-)����������)�� �%%��)���� �� 4$�) �� R  � G  ���#� �����-
����� ����!� *)�����$�!. 	#$�'�,+�� $%���#���� ��(������ �� $�-
#���� ��)���$�� �������� ��)�� �"����� 4$�) �� R , �.�. %� 4���$-
#�� ������ ��#���-� $#$�'���� (5), �� σ  %�#$������ �� #������-� 
��������-� $�������� ������ $�������� 
�))��� � ������ ��#���-� 
$#$�'����, ��� ���������� $%��+��� ���#��� �,, �� �� ���� �����&-
����� $#$�'��� ���%����#��$, *)������#� /�����-���.  

���������� %����!� � *44�)����!� �#-�����! $#$�'���� %�#$-
��,��� �#� )#���� ������, #�����!( %� ��������,, ��#� �!"����� 
4$�) �, ϕ  ��)&� � )#���� #�����!(: ( , ) ( )t x t xϕ ψ ′=  [20]. ��)�� �#-�-
����! $�%�'�� %������,��� � ������( $%���#���� )������!�� �����-
���� [20, 21]. 

��$-�� %��(��, ���������!� ���������� � ������+�� ����� [22], ��-
����� � ���, ���"! �������� 4$�) �, ϕ  �� $�#���� 

( , ( ), ( )) 0IR t x t u t = ,  [ , )I Ft t t∈ ,  ( ) ( , )I IG x t xϕ= − . 
�.�. )�) ��'���� ������ ��'� �#� #������-� $�������� � �����!( 

%��������!( 
’
( , ) ( , , ( )) ( , ) 0It x f t x u t t x

x t

ϕ ϕ∂ ∂+ =
∂ ∂

, ( ) ( , ) 0FF x t xϕ+ = . 

�#� �%� ��#��!( )#����� �����, ��)�(, ��%�����, )�) #�����!� 
�#� #������-)����������)�� %� ��������,, *�� ������ �������� ) ����-
�� ��'� �#� ������! �"!)������!( #�����!( ��44���� ��#��!( 
$�������� ��������#��� )�*44� ������ 4$�) �� ϕ .  

 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

%����� �.�. 0����! $#$�'���� $%���#���!( %�� ����� 
 

� 39 

3. �(3.1 * ,2�4�0� 0'-+,�0� �'�+���1�+4+ ���&�'��3 
 

� ��"��� [23] %���#�-����� %��(�� ) ������ $#$�'����, ��������!� �� 
4���$#�( %����+���� ���������$���-� 4$�) ����#� "�� ��������!( 
�#����. �� %������� ) ����� ������� %����-�-�����-� %����)� �#� ���-
��� #�����!( � )���������!( %� ��������,. .�� �����! �"#���,� ����-
����� ��#�)�#���-� $#$�'���� "�� ������$��!( %���������. ������!� 
$�������� ������ �����-� %����)� 

( , ( , ), ( ), ) ,

’ ( , ) ( , ) ( , ( , ), ( ), ) ,

( ) ( ( , )) , ( ) ( ( , ))

x

x x x x

F x F F x x F

H x t u u t t

f t u f t u H x t u u t t

t F x t u t F x t u

ψ ψ
σ σ σ ψ
ψ σ

= −
= − − −

= − = −

�

�

4����#��� ���%���,� � $���������� ������ ������� � 2�#������ 
[11], -�� #������� ��������� $�������� %�������#��� ��"�� ����$, 
��%��&���$, ������$, %���#�&���$, � ���� ����� � [24], � $#$�'�,-
+�� $%���#���� �%����#����� ��)&� � ���$#����� ��#�)�#���� �%���-
 �� (5). 

 �#� ��#�����!( ����� ���#�-���!� %�� ��$�! $#$�'���� ��-���-
�$,��� %���������� #�������� �� � ��������� %���������, �%����-
#�,+�( ���"�#�� *44�)����!� ������) ��#�)�#���-� ������������ 
$%���#���� #�"� '�- #�)�#���-� ������������ �� ���� ��������� ��-
���)�.  

��%�����������!� %����#&����� ��"��! [23] ��#�,��� ��"��! 
[25, 26]. ��#� � [23] �#� %�������#���� %����+���� 4$�) ����#� ��-
%�#��$����  ��)�����-��������� ��%��&����� �������, �� � [25] ����-
���� ��%��&���!� ������! %������#���-�, k --� %����)�. .�� %����-
��� ) ��#�)�#����$ �����$ $#$�'���� %�#������#��!( %� ��������, 
4$�) ����#�� "�� ���������!( %���������. �#� ��#�����!( ������ 
�"+�-� ���� ��)�� %�������!, )�) � � [23], ���"(����!. 

 
����%&'��' 

 
�� ���( �����������!( ������( *44�)������ $#$�'���� ��)�����-

-� �������-� %�� ���� �����-����� �� ���� �%%��)���� �� �����-� 
%�������#���� ��������� 4$�) ����#� � �)��������� *��-� %�� ���� 
$%��+����� ����#�,, ��%$�)�,+�� ���������� %����!�, � ��������� 
���#������)��, ��'����. 
��#���!� ���#��� �� *��� ���� %������� 
����������� ) ���#���!� ������� $#$�'���� � �( ����4�)� ��� �� 
������ %����$+������� � ��������)���. ������������ ������� ��#�-
)�#���-� $#$�'���� ��#����� ���$������ ���������!( %��������� �#� 
���������� '���)�-� )#���� ����� (#�����!(, #������-
)����������)�(, #������-%�#������#��!( %� ��������,)  ���� ��-
%�#�������� �%� ��#��!( ��%��&���!( ������ ��� �#� ���� �#�&��-
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���. 5������� $�������� � �����!( %��������!( � -#�"�#���� ������ 
������� ��&�� ������������� )�) «%����#��!� �#$���» ��)�� ��%��-
&����� ������!, �"��%�����,+�� ��#�)�#���� $#$�'���� "�� ������-
�) $%���#���� %������#���� ��#������� ��������. � )������� �����-
���)� ��&�� �������� ���$������ � �"+�� �#$��� -������� �(�������� 
(��� "! ) #�)�#����$ �����$�$. � *��� ����'���� %����$+����� 
���,� )�) ��� �����!, ��������!� �� �%%��)���� �� $�������� 
��##����, -�������$,+�� %�� ����������!( %���%�#�&����( �(���-
����� ) #�)�#���� ������#� � �"��%�����,+�� %��"#�&����-
�%����#��!� ������ $%���#���� � �� �)���������, � �( ��������)� � 
��#���� ���������!( %��������� � "�#�'�� �#�&����� ���#��� �� �� 
����� ��( (��%�����, ���"(�������� ��'���� ��#������-� $�������� 

�))��� ������ #������-� ��������-� $��������). 

/�� ��'���� %��)�����)�( ����� ����� ��!�# ���$��� )��"�����-
���� $)�����!� �����! � �( ����4�)� ��. �� ����#��!( ����� ��(  �#�-
���"����� %�������� "�#�� %����!� � *44�)����!� �����! ��#�)�#���-� 
$#$�'����, %��&�� ���-� � �����! %����-� %����)�, � �� �����'�,+�� 
*��%� ��%�#������� �����! ��#���-� �#� �#�"�-� $#$�'���� � �( ������-
)����������)�� ���#�-�. 
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����$���� �	���!��
" ���������  
�� ������ ��� ��
��-������
���# 	�����∗∗∗∗ 

 
� ������ %���#�-����� �����%���� �� ��%$#���!( %�� ����� � ���� ����#� 
���)�����-��%���!���-� %�� ����. �#� ��)�-� %�������#���� �� ������ ���-
#�-� ���������!( $�#���� �%����#������ ������� �������� ����� $#$�'�-
���. � )������� %������ �#� �%��"� �� ������ �����������,��� $#$�'���� 
��-�����#� � ������ �" �%����#���� ������-�� �������� ��-����. 
 �%&'()' *�+(�: ��%$#���!� %�� ���, ���)�����-��%���!��!� %�� ���, 
����� $#$�'����, ��-�����#�. 

 
  I.V. Rasina, A.O. Blinov 

 
IMPROVEMENT OF IMPULSE PROCESS  

ON THE BASE OF DISCRETE-CONTINUOUS MODEL 
 

In the article it is proposed an interpretation of impulse process in the form of 
model discrete-continuous process. For that conception a method of improvement 
is constructed on the base of analogue of Krotov sufficient conditions. The turn-
pike improvement in the problem of region development is considered as an ex-
ample for approbation of the method proposed. 
Keywords: impulse process, discrete-continuous process, method of improvement, 
turnpike. 

 
�(','��' 

 
� ���� ��"�� [1-8] "!#� %���#�&��! ����#� � $�#���� �%����#������ 

�#�&�!( (���)�����-��%���!��!() %�� ����� � ����������! ��)����!� 
�( %��#�&����. .�� ����#� %�������#�,� ��"�� )��)������ �, ������ 
�"+�� ����#� ���-�'�-��!( %�� �����, ��%������� � �������( %����-
��#��!( ���&���� � ���"��&���� (�%��������), -�� $%���#���� �� )�&-
��� '�-� ���)�$����  )�) )��"��� �� ��)������ �"����)���� %��������� 
� ��)�����-� ��%���!���-� %�� ����, �%��!�����-� ��44���� ��#���� 
�������� � ��%�#����#��!�� �-�����������. ��)�� ���)���)� %�������-
#��� ��"�� $��"�!� �%%���� �#� �%������ � ���#�������� ���#���!( 
�#�&�!( ������ � %�� �����, � ��� ���#� ��%$#���!( %�� �����, )���-
�!� ��#�,��� %� �$+����$ ���)�����-��%���!��!��.  

7�#� ������ ��"��! � ����� %�������#���� ��%$#���!( ��-�����#�-
�!( ��'���� � ������( $%���#���� [9] )�) ���)�����-��%���!��!(, %�-
�������� �#� ��( �#-������ %��#�������#���-� $#$�'����, )����!� -�-

                                                 
∗ 
�"��� �!%�#���� %�� 4��������� %�����&)� 

�2 (%���)� 

911.02.00171), 
22� (%���)� 909-01-00170-�). 
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�����$�� $#$�'�,+$,, � ��������� ���������$,+$,, %��#�������#�-
����� 4$�) ����#�. .��� %��(�� ��#����� �#����������!� %��(��$, -�� 
��%�#��$���� �%%���� ��44���� ��#��!( ������, $%���#���!( ������ 
(��., ��%�����, �"��� � [10]). 

 
1. 	+,'�1 ,�*�2'-�+-�'/2'2)(�+8 (4�;2�,�+8) *�*-'0) 

 
� )������� ��(����� %���������� �"����)���� ����#� ���)������ 

$%���#����� ������! [1,5]: 

      ( ) ( ) ( )( )1 , ,x k f k x k u k+ = ,   { }, 1, ,I I Fk k k k∈ = +K � ,                 (1) 

( ) ( )x k k∈ X ,   ( ) ( )( ),u k k x k∈U ,                                          

                                 ( ) ( )( ), , ,I I F Fk x k k x kγ = ∈> ,                                   (2) 

-�� k  � ����� '�-� (*��%�), �� �"�����#��� 4������)�� �����; x , u  � %�-
������!� %������#���� %�����! (�����&��, ���#�����) �#� ���#���!( 
k ; ( )kX , ( ),k xU , >  � ������!� ���&�����. 

� )������� �"+�� ����#� -�"������ ������! %���#�-����� �#��$,-
+�� )��)������ �� $)������� �"����)���� ���)������ ����#�. /$��� �� 

��)������ %�����&����� ′ ⊂K K , ,I Fk k ′∉K , ( ),d cu u u= , cu  � ��)���-

�!� ��%���!��!� $%���#���!� %�� ���, ��) ��� ������� ���&����� 

( ),k xU  %�� 4�)��������!( x , du  ���� ��%$������ ���&����� 

( ), ,c dk x uD  � ����������$,+�� ��44���� ��#���� �������� 

( ), , ,
dy

y g z t y w
dt

= =� ,   ( )t z∈T ,                                   (3) 

( ) ( ), n ky z t R∈ ⊂Y ,   ( ) ( ), , p kw z t y R∈ ⊂W ,   ( ), , dz k x u= . 

�%������ %����� ����� (1) ����� ��� 

( ) ( ), , , cf t x u zθ γ= ,  ( ) ( ), , ,c c
I I F Ft y t y zγ = ∈> . 


�'����� *��� )��"����������� ������! "$��� ������� ��"�� 

( ) ( )( ), ,m x t u t= ∈K D , -�� %�� t ′= K : 

( ) ( ) ( )( ),d cu k u k m k= ,   ( ) ( ) ( )( ), ,c c dm k t x k u k∈ D , 

)����!� ������� ��
���� (!�(������) ��
)���
�. 
.�$ ����#� ��&�� ������������� )�) ��$($������$, $%���#���$, 

������$. ��&��� $������ %�������#��� ��"�� �%������ ��%���!��!( 
$%���#���!( %�� ����� �� ����#��!( *��%�(. ���(��� $������ ����!���� 
*�� �%������ � ����!� %�� ���. � ������( �%������ �� �"� $����� ���-
��������,��� �� ��������������. �$��� ������������� �#� ��� �����$ 
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�%����#���-� $%���#���� � ����������� 4���� )�) �����$ � �����$�� �� 

D  4$�) ����#� ( )( )FI F x t=  %�� 4�)��������!( 0Ik = , Fk K= , ( )Ix k . 

���������!� $�#���� �%����#������ �#� ��)�� ����#� %�#$���! � 
[1,5,16]. 3����� $#$�'���� 4���$#��$���� �#��$,+�� �"�����. 3���� 
��%$����!� *#����� Im  � ���"$���� ����� ��%$����!� *#����� Im  ��-

)��, ��� ( ) ( )II II m I m< . 

 
2. �2',*-�(�'��' �0/��1*�+4+ /2+<'**�  

 
/������� ���)�����-��%���!��$, ����#� �#� ��)�����-� ��%$#��-

��-� %�� ����, ����)����� )�����-� %�������#��� )$�����-��%���!���� 
4$�) ���. /������� ��)�� 4$�) �� ��&�� �#$&��� ��-�����#�, %�#$-
������ � ���$#����� ��'���� %���������� ������ [9]. 
���"��� ������!� 
������) �� K  *��%�� � %���(���� ��&�$ ���������� ���)�����-� ��-$-
����� ( 0,1, 2, ,k K= � ), -�� k ����������$�� ��������� ���)� ����!�� ���-
�)�����. 
��������� �����&���� *��%��. 

1 *��%. �!(�� �� ��-�����#� ( 0,1k = ). 
2 � 1K −  *��%!. ���&���� %� ��-�����#� � ��#$ ��%���!���� �����-

�! c ���)��� %���)#,����� %�������!(. 
4 *��%. �(�� � ��-�����#� ( 1,k K K= − ). 

�"������� %�������!� ���(��-� $����� )�) 1 2, , , nx x x� . 3���� %���-

����!� ( ) ( ) ( )1 2 1, , , nx k x k x k−�  ����������$,� %���!� %����#�� ��%��-

�!��!( %�������!( ��&��-� $����� ( ) ( ) ( )1 2 11 , 1 , , 1nx k x k x k−− − −� , � 

( )nx k  � ����#��!� ��������� ������� �� ��%���!��!( �������#�(, �.�. 

���)�� %���)#,����� ��%���!��!( $%���#����; ( )1du k , ( )2du k  � ���-

)����!� $%���#���� (��%$#��! �#� �!(��� �� ��-�����#� � �(��� � ��� � 
���+���� ����) %���)#,����� ��������#��� ��$- ��$-�). ��-�� �%�����-
#��! �#��$,+�� $��������: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

2

1 2

1 ,

1 ,

, , 0, , 1.

i i d

n n d

d d d

x k x k u k

x k x k u k

u u u k K

+ = +

+ = +

= = −�

                            (4) 

 
3. ��4+2�-0 ���&�'��3 

 
/������� �#-����� $#$�'���� �#� ��%$#����-� %�� ���� )�) ����-

4�)� �, �#-������ $#$�'���� %����-� %����)� [5], ��%�#����$, %�� �-
�$��� $�������� ����) ����!�� %�������!( $%���#����, %���#�&���$, � 
��"��� [11]. 
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�#-�����. 
1. 3���,��� ����#��!� $�#����  

( ) ( )0i ic
Ix x t= ,   1, , 1i n= −� ,   ( )0 0nx =  

� $%���#�,+�� ����������� ( ) ( )( ), ,
Id cu k u k t . 

2. �#��� ��%���� ��'����� ������� ���)�����-��%���!��!( $�����-
��� (4), (1) ��� ���!� �%����#����� *#����� Im  � �!���#����� �������� 
4$�) ����#� iI . 

3. �%���� ��#��� ��'����� ���)�����-��%���!���� ������� �#� ��-
%��&���!( %�������!( 

( ) ( )i

i

x
K F Kψ = ,   1, ,i n= � , 

( ) ( )( ),i ic
Ik k t kψ ψ= ,   1, , 1i n= −� , 

( ) 1n kψ = ,   1, , 1k K= −� , 

( )ic kψ =� � � ( ),i

c c c

x
k xψ , 

( )( ),ic
Fk t kψ ψ= � ( )1k + ,   1, , 1i n= −� . 

4. �!���#�,��� ���!� ��%���!��!� $%���#����, )�) 

( )II
arg max

c

c c

u U
u H

∈
= , 

� ���!� ���)����!� $%���#���� %� 4���$#�� 

( )( ) ( )( ) ( )1

1 1
1 d

II Id d d

u
u k u k l H k= + ,   0, 1k K= − , 

( )( ) ( )( ) ( )2 2
2

II Id du k u k l Q k= + ,   0, 1k K= − . 

3���� �
� sup

c

c

u

H= , ( ) ( ) ( ), , , , , ,
Tc c c c c c cH k t x u f k t x uψ= , -�� 

( )1 1, ,c c n cx x x −= � , cu  � ��)��� $%���#���� ��%���!���-� %�� ����, cU  � 

���&����� ��%$����!( ��%���!��!( $%���#����. 

( ) ( )1nQ n kψ= + + �
� ( )( ), , Fk t k� , 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 , , ,d i d d

i

H k f k x k u k u kψ= +� . 

5. /$�)� 2 %���������� �#� ���#���!( �������� 1l , 2l , � �%����#����� 
�����$� 4$�) ����#� %� *��� %��������� � ����������$,+�� �� $#$�-
'���!� *#�����. 

��������� �)������� ����� �����-� %�� ���� �#$&�� �!%�#����� 

$�#���� II II I ε− ≤ , -�� ε  � �������� �������� �!���#����. 
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4. �2��+9'��' � ���&�'��% 0�4�*-2��1�+4+ 2'�'��3  
( *+<�+-?�+�+4+-?�+�+0�&'*�+8 0+,'�� 

 
/������� ��#�&���!� �#-����� ) $#$�'���, ��-�����#� � �����-

��( %���������� ������, %�#$������ %$��� ������-� %���(��� � %�#��� 
������� $�������� [12]: 4$�) ����# ( )FI tς= − , ������� ������� �� ��$( 

$��������: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,z r r z

y pB k p A B S r

r N r r im ex r k H

ν ν ν ν

ν ν
θ

ς κ θ δ θ γ δ

η θ η θ γ θ θ

= − − + − +

� �+ + − + − − + −� �

�

�
 

( )( )[ ]k Hν νθ γ θ θ= − + −� , 

-��  

( )( ) 1z z z z z z zp A B Cη γ δ γ
−

= + ,   ( )( ) ( )zp E A Cκ θ η θ= − − , 

( ) ( )lnz z v v vj j j j z

j

ˇ p Bk B k B k rνς µ γ θ θ η= + + + − − +� , 

( )v v v vp A B νµ γ δ= + . 
 

3���� y , z , v  � ��)���! �!%$�)�� %���$) �� %� �����#��, �)���-

��-� %������-�� ��-���������#����, �)����!( ������ ��; ( ), ,z vk k k , 

( ), ,z vu u u , ( ), ,z vδ δ δ  � ������!� 4���!,  ������� �� (��)���!) � ���-

%! �������� �� � *)��������)��, %������-�� ��-������������#���� 
� ������ ������ ��)����( (���-���#��!� ����� !); p  � ����� �-
����)�  �� ( ����!( %�%����)); r  � ��)��� ����)��� ��������� %��-
������ ����! � �� �$��; θ  � ��)��� ������ ����!( ����)��� (�-��-
-��������� �%������ ��������� �� ���� ������ �� *#������� �����  
A , zA , B , zB , C , zC  � ��$-�( %���������); θ  � %����#��� ��%$���-
��� ��#����� ��)���� ������ ����!( ����)���; ( )r t  � �������� 

4$�) �� (�%�����); ��%�����, %�#$������ �� �����������)�-� %��-��-
��; rim , rex  � ��-�� ����!� %���)� ��-�������� � ���$����; A , zA , 

vA  � ����� ! %���!( ������ � *)��������)��, %������-�� ��-
������������#���� � ������ ������ ��)����(; B , zB , vB  � ����� ! 
4�����"���$,+�( ������ � $)�����!( ��)����(; N  � ����� � )�*44�-
 ������ �������#����� )��%������� %�������� � �� ��#���� %�����-
���; C  � ����� � )�*44� ������ %����-� ����������� �����#�� *)�-
����)� �� )��%�����! %�������� � �� ��#���� %��������, H  � ���-
�� �, ����&�,+�� �#����� ������� �� � ��44$��� ������ ��; [ ]X  � 

���-���#��!� ����� !, %��������!� �� )��%����� ��)���� X ; Π  � 
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«"#�-����������» � ��)�%#���!� ��(�� �� �!����� '���4� �� ���$'�-
��� $�#���� $��������-� ��������, 4$�) ����# ��(����� ������.  

� ��#���� �� ��"��! [12] ����� ! %���!( ������ zA , vA  ������� �� 
θ , �.�. %�����%���,� ������ ����!� ��������� ���#�-���� ����� � A . 
� ��������������� ������� $�������� �#� %��������� %���������� ��-
���� ς  ��%�#���� $���������  ������ ��. /�������!� ς , θ ��#�,��� 
%�������!�� ���������, � ��#� $%���#���� �-��,� %�������!� y , k , 

vk , r . 
3� ����#���� %��"#�&���� "������ ��-�����#� �� [12], )������ 4��-

��#��� %�#$������ %�� ���#�������� ��#�)� $�������� ��������#��� ς .  

3������, ��� �� %���) �� �� %#��)���� ( ),t θ  �� %��(���� ����� ���)$ 

( ),I It θ , �.�. ����!��� � *��� ���)�. ����� ��-�, ���� ���)� %���)#,����� 

%�������!( ( ),k y . /��������� %�������� ���#��$���� ������! � ���� 

���)�����-��%���!���-�  %�� ���� %� �(���, ��#�&����� �!'�.  
� ������ �#$��� ������!� ������) ���"������� �� ���!�� *��%�. 
1 *��% � �!(�� �� ��-�����#� ( 0,1n = ). 
2 � 3 *��%! � ���&���� %� ��-�����#� � ��#$ ��%���!���� ������! c 

���)�� %���)#,����� %�������!( ( 1, 2; 2, 3n = ). 
4 *��% � �(�� � ��-�����#� ( 3, 4n = ). 

�"������� %�������!� ���(��-� $����� )�) 1x , 2x , 3x . 3���� %���-
����!� 1x , 2x  ����������$,� %���!� %����#�� %�������!( ς , θ , � 3x  � 
����#��!� ��������� ������� �� ��%���!��!( �������#�(; �.�. ���)�� 
%���)#,����� ��%���!��!( $%���#����; 2du , 3du  � ���)����!� $%���#�-
��� (��%$#�� �#� �!(��� �� ��-�����#� � ���+���� ���)� %���)#,��-
���). ��-�� �%�����#��! �#��$,+�� $��������: 

 

          
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2 3

1 , 0, 0, , 3,

0, 0,4, 0, 0, , 3.

i i d d

d d

x n x n u n u n n

u n n u n n

+ = + = =

= = = =

�

�
                     (5) 

( ) ( )( )1 0 0, 0 0Ix tς= = ,   ( ) ( )( )2 0 0 0Ix tθ= = ,   ( ) ( )3 0 0 0Ix t= = . 

� ���!( �������( 4$�) ����# ( )1 4I x= − . 


�����! %������#��� � %���+�, �!'���#�&����-� �#-������. ���-
���� ��%��&���!( %�������!( ���#� �#��$,+�� ���: 

( )1 1nψ = ,   ( )2 4 0ψ = ,   ( )3 4 0ψ = ,   ( ) ( )( )2 2 ,c
In n t nψ ψ= , 

( )3 1nψ = ,   2cψ =� �
� ( )2, ,c cuθ ψ ,   ( )( ) ( )2 3 2, 1c n x n nψ ψ= + . 
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���!� ��%���!��!� $%���#���� %�#$��,��� %� 4���$#�� 

                             ( ) , %�� 0,

, %�� 0,

i i
ui

i i
l

y
y t

y

κ
κ

� ≥�= �
<��

�  

( )( )
, %�� 0,

��'���� $�������� , %�� 0,

i i
l

i
l i

i

k
k t R

k

κ
θ

κ

� <
�= � ∂ ≥� ∂�

�
           �  

( ) ( )( ) ( )2 1II z zr s N Hθη θ η θ θ= − − − ,   ( ), 0vk n t = , 

� ���!� ���)����!� $%���#���� � %� 4���$#�� 

( ) ( ) 2

2 2
2 d

II Id d d

u
u u l H= + ,   0, 3n = , 

( ) ( )3 3
3

II Id du u l Q= + ,   0, 3n = , 

3���� �� sup
c

c

u

H= , { } { }1 2c c cH ψ ς ψ θ= + �� , { }ς� ,{ }θ�  � %���!� ����� ��-

��������$,+�( ��44���� ��#��!( $��������,  

( ) ( )3 1Q n nψ= + +�
� ( )( ), , Fn t n� , 

 ( ) ( ) ( )( ).d i i i

i

H n x n u nψ= +�  


�����! %������#��� %�� �#��$,+�( ��(���!( ����!(: 
20Ft = , 1p = , 0.05z vδ δ δ= = = , 0 0.5A = , ( ) ( ) 01A Aθ θ= + , 

0 0.000406C = , ( ) ( ) 01C Cθ θ= + , 1B = , ( ) 1zA θ θ= + , 1zB = , 

( ) 1vA θ θ= + , 1vB = , 1zC = , 0 400k = , 800Fk = , 0 10zk = , 0 6vk = , 0 0θ = , 

0.8θ = − , 0 0.8r = , 0.9Fr = , 1r = , 0.001N = − , 0.1rim = , 0.1rex = , 

( ) ( )2
S r s r r= − , 5000s = , 0ly = , 0lk = , uy kγ= , 10γ = , 0.0002zγ = , 

0.03H =  0.0015.vγ =  

��$#����! %�������#��! � ��"#� � � �� -��4�)�( 

9 
����� �� Fθ  *t  Π  ( )2 0du  ( )3 1du  

1 -0.7565 9.978 -3.779 -0.723 -9.065 
2 -0.771 0.913 41.694 -0.749 -0.205 
3 -0.7855 0.708 194.683 -0.774 -0.097 
4 -0.8 0.611 468.25 - - 
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��. 1. ����� �� $#$�'���� 
 
 

��������, ��� 4$�) ����# �����- �����$��, ��) )�) %��������� θ  
%���'#� ) ����� ��&��� -���� � θ . 

 
����%&'��' 

 
��� �% �� ���)�����-��%���!���� ����#� [1�8] )�) )��)������ �� 

�"+�� ����#� ���-�'�-��!( %�� �����  %�������� �#� %��)�����)�-� 
%�������#����  ��%$#���!( %�� �����, )����!� %� �$+����$ ���)�����-
��%���!��!. �#� �( �%������ �� ��-$� "!�� ��%�#������! ����� �����-
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"�����!� � *��� )�� �% �� $�#���� �%����#������ �  ����� ����!� �#-
-�����! $#$�'����. �� *��%� ����� ������ �%%��)���� �� �������!( 
��%$#���!( ��'���� ��%$����!�� ��%���!��!�� %�� ������ %���(�� ) 
���)�����-��%���!���� ����#� ���� �����&����� ����������� ���)� %�-
��)#,����� �� )�&��� ����� ��, ��� � ����� ) %��!'���, *44�)�����-
��� ���#���!( %�� ��$�. /��������!� %����� (���'� �##,�����$�� 
�"+$, )�����$. 

/�� %��)�����)�� ���#��� �� )�&�!� �)���) ���#��$���� %��#�����-
��#������, )$�����--#��)�( ����)����� %�� ���-��������� ��������,-
+�( $%���#����( � �)���������( ����) ����!��, � ���#��� � %�� �����-
����� "�#�'�( $%���#�,+�( �����������(. 
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2. ���
�	�
# ������  
� �����	������
� 
�"������� 

 
 
 

 
' �.�. 
��:�*�'(  

 
���
������ ��� 
��!�
" ��@� 
�� ��� ��	�6� 

������
� � MPICH2 
 

������ ������� �� ��$( ������:  
� %����� �����������,��� 4��)��#! � �����! )�����$�������� 4��)��#�-
�!( �"1�)���. �%����! ���! 4��)��#�� � �#-�����! ���#��� ��; �� ������ 
����+��! %��"#��! %���##�#���-� %��-������������ � %��-�����!� %�)�� 
MPICH2. ��� %����� %��������� 4��)��#� )����� ��(� � %���������� ��-
����� %���##�#���-� %��-������������. 
 �%&'()' *�+(�: ������ 4��)��#��, %���##�#���� %��-������������, MPI, 
MPICH2. 
 

A.V. Tankhasaev 
 

CONSTRUCTION OF FRACTAL OBJECTS  
BY MEANS OF LIBRARY MPICH2 

 
In the first part it is told about fractal objects and methods of their construction. 
Kinds of fractals and algorithms for their modeling are described. 
In the second part it is told about problems of parallel programming and the 
software for their realization. The example of construction of a fractal � Kokh’s 
curve by means of methods of parallel programming is considered. 
Keywords: fractal theory, parallel programming, MPI, MPICH2.  
 
/������ 4��)��# � 4��)��#���� -��������, %�����'���� � )�� � 

70-( --., � �������! 80-( %����� ��'#� � �"�(�� ��������)�� � %��-
-���������. �#��� «4��)��#» �"�������� �� #�����)�-� fractus, � %�����-
�� ��������: ������+�� �� 4��-������. ��� "!#� %���#�&��� ���$� 
0����#�"����� � 1975 -. �#� �"��������� ����-$#���!(, �� ����%���"-
�!( ���$)�$�, )����!�� �� ������#��. 
�&����� 4��)��#���� -�������� 
%������ ����!���� � �!(���� � 1977 -. )��-� 0����#�"���� ‘The Fractal 
Geometry of Nature’ 

 
��,) =2��-��+( 
�'+0'-2�&'*��'. � ��$(������ �#$��� �( %�#$��,� � %���+�, ��-

)������ #������ (�#� %����(����� � ���(������ �#$���), ���!������ 
-����������. 3� ���� '�- �#-������ )�&�!� �� �����)��, ������#�,+�( 
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#����$,, ���������� �� #����$,--��������, � ����������$,+�� ���'��-
"�. � ���$#����� "��)������-� %��������� *��� %�� ��$�! � %�#$������ 
-����������)�� 4��)��#. 

            

��.1 

                  

  
          
��. 2 
 
��4';2��&'*��'. /�#$��,� �( � %���+�, ��#�����!( %�� ����� � 

n-����!( %�����������(. ���"�#�� ��$���! ��$(����!� %�� ���!. ��-
���%�����$� ��#�����!� ����� ����!� %�� ���, )�) ���)����$, ����-
�����)$, ������$, ��&�� %�#��������� �������#�-��� ������ *��( ���-
���: 4����!� %������, $��������'���� %�� ���, �����)��� � �.�. 

��������, ��� ��#�����!� ���������)�� ������! �"#���,� ���)�#�-
)��� $�������!�� �����������. �� ���������, � )������ �)���#��� ��-
�������)�� ������� %��#� ��)�����-� ���#� ����� ��, ������� �� �� ��-
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��#���-� ���������. /�*���$ )�&��� $��������� ��������� (�#�, )�) -�-
�����, � �����)���) �"#����� ��)������ �"#����, ����#��!( ���������, 
�� )����!( ������� �"�����#��� %�%���� � �������������!� )�����!� 
���������. ��)�� �"����� 4������ %����������� ������! ���"������� �� 
�"#���� %����&���� �����)�����. ��#� 4����!� ��#����� ��$(������ 
%�����������, �� �)��'���� �"#���� %����&���� ���#���!��  ������, 
��&�� %�#$����  ������� 4����!� %������ *��� ������! (����� �����-� 
%�� ����).  

 
                           
��. 3          
��. 4 
 
�-+:�*-�&'*��'. /�#$��,��� � ��� �#$���, ��#� � ����� ������ 

%�� ���� �#$����!� �"����� ������ )�)��-#�"� �-� %�������!. /�� *��� 
%�#$��,��� �"1�)�! ����� %�(�&�� �� %������!�: ������������!� ��-
�����, ��������!� "���-��!� #���� � �.�. ��$����!� ���(�������)�� 
4��)��#! ��%�#��$,��� %�� ����#�������� ��#��4� ��������� � %����(-
����� ����.  

 
                                      
                  
��. 5          
��. 6 
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	'-+,) /+*-2+'��3 =2��-��1�): +;A'�-+(.  
L-systems. /������ L-������ ���# �������� 5����������, � ��������, 

�#� ��$����� 4����#��!( ��!)��. � ��#����'�� �!����#���, ��� � %���-
+�, ��( ��&�� ������� ����%���"�!� 4��)��#!. �#-�����, ���#��$,+�� 
L-������! � -��4����)�� ����, %�#$��# �������� turtle--��4�)� (%�-
��-#���)� turtle � ����%�(�). /����"��� � L-�������( ��&�� %��������� � 
)��-�: P.Prusinkiewicz & J. Hanan, Lindenmayer Systems, Fractals, and Plants, 
Lecture Notes in Biomathematics, N79, Springer-Verlag, New-York, 1989.  

«6���%�(��!�» �#-����� %�������#��� ��"�� �����%������� )�����-� 
�#���, ��#�,+�-��� ���$#������ �!%�#����� L-������!, )������ ���#�-
���$���� �#��� ��%���� � ��&�� �����&��� �#��$,+�� �����#!: 

F  � $)��!����, ��� «����%�(�» ��#&�� ���#��� ���� '�- �%���� � 
%�������)��; 

    b  � '�- �%���� "�� %�������)�; 
   «+» � $��#����� $-�#; 
   «-»   � $����'��� $-�#; 
   «[« � ��)�!�� �����; 
   «]» � ��)�!�� �����. 
/����� ��(���!( ����!( �#� 4��)��#� )����� ��(�: 
�)�����: F ; 
/����#�: F F F F F→ − + + − ; 

	-�#: 
3

π
. 

��*-'0) �-'2�2�%7�: =���<�8(IFS). 0���� «������ ������$�-
�!( 2$�) ��» (Iterated Functions System � IFS) %����#�� � �������� 
80-( --. )�) %������ �������� %�#$����� 4��)��#��!( ���$)�$�.IFS %���-
����#��� ��"�� ������$ 4$�) �� �� ��)�����-� 4�)���������-� )#���� 
4$�) ��, ���"��&�,+�( ���� ���-������� ���&����� �� ��$-��. ���-
"�#�� %������ IFS ������� �� �44���!( %���"��������� %#��)����:  

* *X A X B Y C′ = + +  
* *Y D X E Y F′ = + +  

/����� ��(���!( ����!( �#� 4��)��#� )����� ��(�: 
Koch{  
0.3333     0.0000      0.0000     0.3333      0.0000     0.0000 
0.3333     0.0000      0.0000     0.3333      0.6666     0.0000  
0.1667   -0.2887      0.2887     0.1667      0.3333     0.0000  
-0.1667   0.2887      0.2887     0.1667      0.6666     0.0000} 

�/)- /+*-2+'��3 =2��-��1�): +;A'�-+(. �#� ���$�#��� �� 4��)-
��#��!( �"1�)��� � %������� 4��)��#���� ����������� "!#� �����"����� 
%��-����� /#�������-����������. � ��� "!#� ���#������! �����!: IFS, L-
systems, )���������!� � %��������� � %���+�, turtle -��4�)�. ������#��� 
)�� "!# ���%������� �#� ������ � %��#�������#���� �"��"��)�� ����!(.  
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           �(��� 1       �(��� 2 

 
��-����� �� %���##�#������ �!���#����, )�-�� � ���� � ��� &� ��-

���� �!%�#������ ������������ ���)�#�)� �%��� �� �"��"��)� ����!(, 
��$+����#�����, � ��������, �� ���� �������� ��"!�������� 4$�) ��-
��#��!( $�������� (��
!
��
)���
��
���) [1]. � *��� �#$��� ��&�� ���-
���� $�)������ %�� ���� ��'���� �!���#���#���� ������, ��#� ��$+���-
���� �����#���� %���������-� �#-������ �� ��4���� ����� ��������-
�!� ����� � ��-��������� �!%�#����� )�&��� ����� �!���#���� �� ���-
�!( %�� ������(. /���"�!� %��(�� %����#��� �!%�#���� ���"(����!� 
�!���#���� � ����'��� ��������� �������, � �����&����� %�#$����� 
��)����#���-�����&��-� $�)������ �-������������ ��#�)� ���#�� 
���,+�(�� %�� ������� � )�#�������� «���������!(» ������ � �!%�#-
����!( �!���#����(. 

��2���'�1��3 0+,'�1 /2+42�00�2+(���3: 
1) %���##�#��� ����!(; 
2) %���##�#��� �����. 
/��(��, ��������!�  �� %���##�#���� ����!(, (���)�����$���� ���, 

���:   
• ���� �%��� �� %���������� ����$ ) ���)�#�)�� *#������� ������� 

����!(. 
��#���!� 4��-����! ��)�-� ������� �"��"��!��,��� �� ��)-

/��������� 
#������ 1 

/��������� 
#������ 1.1 

/��������� 
#������  1.2 

/��������� 
#������ 1 

/��������� 
#������ 2 

1.1 2.1 1.2 2.2 

��� ����� 

/��������� 
#������ 2 

�!��� �� *)-
���  

��� ����� 
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������ %�� ������ �#� �� ����!( %�� ������( (����() %���##�#���� �!-
���#���#���� ������!; 

• �"��"��)�� ����!( $%���#��� ���� %��-�����; 
• %����������� ���� ��#����� -#�"�#��!�; 
• %���##�#��!� �%��� �� ��� *#�������� ������� �!%�#��,��� ��-

���������� �� ���( ����$%�!( ������ %��-����� %�� ������(. 
/��(��, ��������!� �� %���##�#���� �����, (���)�����$���� ���, ���: 
• �!���#���#���� ������ ���"������� �� ���)�#�)� ��������#��� ��-

��������#��!( %�������. ��&��� %�������� �!%�#������ �� ����� %��-
 ������; 

• �#� )�&��� %�������� %�'���� ���� ��"�������� %��-����� �� 
�"!���� ��!)� %��-������������ (�++, Fortran � �.�.); 

• %�������� ��#&�! �"���������� ���$#������� ����� ��"��!, %�#$-
���� ��(���!� ����!�. /��)�����)� ��)�� �"��� ��$+����#����� �!��-
��� %�� ��$� �%� ��#����������� "�"#����)�. /��-������� %�� *���  
��&�� )�����#������� ���%����#���� ����!( ��&�$ ���#���!�� %�� ��-
������ � ���#���!�� %����������, � ��)&� �"��� ����!��. 

�2+42�00��3 2'���.�<�3 
MPICH2 � *�� "!����������$,+�� � '���)� %�����$���� ���#��� �� 

��������� MPI (���#������! �"� ��������� MPI-1 � MPI-2). 7�#� �����-
��� MPICH2 �#��$,+��: 

1. /����������� ���#��� �, MPI, )������ *44�)����� %�����&����� 
���#���!� �!���#���#��!� � )���$��)� ����!� %#��4���!, �)#,��� 
�"+�����$%�!� )#�����! (�����#��!� ������!, ������! � �"+�� %���-
��,, ���-������!� ��(���)�$�!), �!��)��)������!� ���� (Ethernet 10 

���/�, InfiniBand, Myrinet, Quadrics) � *)�)#,����!� �!���#���#��!� 
������! (Blue Gene, Cray, SiCortex). 

2. ���#��� �����&�!�� %������!� ���#�������� ��(��#�-�� MPI 
� %���+�, #�-)� ���'������� ���$#���� ���$)�$�! �#� �������� %��-
������!( ���#��� ��. 

/�� %��������� 4��)��#� � )����� ��(� "!# ��%�#������ %��(��, ��-
������!� �� %���##�#���� ����!(. /�� ��$�� 4����������� -��������� 
4��)��#���-� �"1�)�� ���"$�� 3 %�������� ()��������� ����#�, $-�# ��-
)#��� «����%�')�», ���'��"), � �#-����� %��������� -��������� �������� 
%��&���.  
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1 ����� �� 

 

��. 7.  1 %�� ��� 

 
2 ����� �� 

 
 


��. 8. /���&���! 4 %���##�#��!( %���)� 
 
 

3 ����� �� 

 
 


��. 9. /���&���! 16 %���##�#��!( %���)�� 
 

��#��� �� �����-� �#-������ %������#��� � )��%�,������ �� "��� 

%�� ������� Intel Celeron E3300(2 ����) � Intel Core 2 Quad(4 ����). /�-
�!'���� �)������ �#-������ �� "��� 2-( ������-� %�� ������ �������#� 
1,87 ���� ��������#��� ����%������-� %��#�&����, � �� "��� 4-( ������-� 
%�� ������ � 3,68 ����.  

 
���������� 
1. ����,-�� �., �����) �. /���##�#���� %��-������������ �#� ���-�-

%�� ������!( �!���#���#��!( ������. � �/".: �;�-/����"$�-, 2002. 
2. 
��-�#� �./. ������ � %��)��)� %���##�#��!( �!���#����. �������� � 

$���������� ��4���� ����!( ��(��#�-�� � ���	��. �$, ����0. 5�-
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� ������ ��#�-����� ������)� %��-����������� ��#�-� �� ��(��! 4������)�( 
#�  � ��%�#��������� �%%����� ��)$�������!( �������!( �����. /��������� 
%�#$����!� ���$#����!. 
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PERSONAL INCOME TAX FORECASTING USING  

ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS 
 
The paper deals with methods of personal income tax forecasting using artificial 
neural networks. The results are described. 
Keywords: time series, tax forecasting, feature selection. 
 
�(','��' 
����� �� ��&�!( %��"#�� � ��-����#���� *)��������)�� %#�����-

����� ��#����� %��-����������� ��#�-��!( %���$%#����; � ���������, 
�������-� ���� %���!( ��#�-�� � ��#�-� �� ��(��! 4������)�( #� . 
����!� ��� ��#�-� ��#����� ������� %� ��#����� �����#���� � ",�&�� � 
��#������� �#��$,+��� ��&�!�� ���"���������: 

• �"1�)��� �"#�&���� ����!� ��#�-�� �#$&�� ������ ��(��, ��-
�#��� %�#$����!� ��#�-�%#���#�+�)��;  

• �-� %#���#�+�)��� ��#����� %��)�����)� ��� ��$���%���"��� ��-
��#���� �����!; 
                                                 

* 
�"��� �!%�#���� %�� 4��������� %�����&)� 

�2. /���)� 910-02-
62206�/�. 
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• %�� %����( ����!( $�#����( �� #�-�� ��$-�( ��#�-�� )�����#�-
�$���� ��#�-��!�� ��-�����, �� �-� $%#��! �#�&��� $)#������� ����"-
���������!� ��#�-�%#���#�+�)��. 

/�� *��� �%� �4�)� � �#�&����� %��-����������� ��25 �"$�#��#�-
�� �#������ ���&����� ��$��� 4����#��$��!( 4�)�����, ��%�#����� � 
%���������������, ���������)�( ����!(. ���)���)� %�#$����!( ���$#�-
����� ��)&� ����$����� � ��#$ ����� *)��������)�( %�����, �����: ��-
)�!��� ��(����, ��$%#��! ��#�-��, ������-� �"����� � �.%. 

� ��"��� �%��!������ ������)� %��-����������� ��������������-� 
���� ��#�-� �� ������ %��������� �%%����� ��)$�������!( �������!( 
�����, %����������� �> ��������� � ��$-��� �������� %��-�����������, 
%��������� �����%���� �� %�#$����!( ���$#������: � ��)� )������� %�-
#$����!( %��-�����. 

�!���#���#��!� *)�%�������! � ��"��� %����������� %� ����!� ��-
#�-��!( %���$%#���� %� 
��%$"#�)� �$�����. ��������� �������# ����-
�����)�( ����!(, ��%�#��$��!( �#� %��������� ������! %��-��������-
���, ������#��� 3 -��� � ���"��)�� %� ���� ��. 

 
�/�*���' 0'-+,��� 
� (��� *)�%�������� �����������#��� 10 *)��������)�( %�)�����#��, 

%� �����$ �� )����!( («/���$%#���� ��25 � ",�&�� -����� 	#��-	�*») 
���"���#��� %�������� %��-��� (��"#. 1), ����#��!� 9 %�)�����#�� %���-
%�#�&���#��� �����,��� �#��,+���. ����� ��-�, ���"���#��� �%����-
#��� ���%��� %���"��-� �#����� � %�������� ����#� %��-����������� 
«/���$%#���� ��25». 

��"#� � 1 
.)��������)�� %�)�����#� 

 

9 /�)�����#� 

1 ����)�! %���!'#����-� %����������� 

2 ��"!�� %�#���!( ��)�%���!( 

3 �"��"��!��,+�� %����������� 

4 /����������� � ���%����#���� *#�)���*���-��, -��� � ���! 

5 /���$) �� ��#��)�-� (��������  � (��������( ���( )���-���� 
6 
�$���"���� ���( ����� �����%���� �� ������ )��������)�-� -�$��-

�"����� 
7 �"1�� ��"�� %� ���$ �����#������ «�������#�����» (� 4�)�����)�( 

 ���( ����������$,+�( #��) 

8 6��#������� ������-� � *)�����)� ����#����  

9 �������������� ������#���� �����#����� ����"����� %#��� ����-� 
��"����)�  

10 /���$%#���� ��25 � ",�&�� -����� 	#��-	�* 
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0�����)� ��)#,��#��� � %���"��� k-��������� %�)�����#��, �#� 
%�#$�����-� ���)�� ��� k-�����-� ��������-� ���� �����#��� ����#� 
%��-�����������. � )������� �%%����� %��-����������� ��%�#�����-
#��� ��)$�������!� �������!� ���� � %���������� ������ «����'��-
��-� �)�#���+�-� �)��» [1]. ����� ��������, ��� � )������� ��%�����-
�������-� ��(������ %��-�����������, ���"+� -�����, �����&�� ��-
%�#�������� #,"�-� ��$-�-� %��(���+�-� �%%�����, ����)� ��)�� %��-
��$+����� ��)$�������!( �������!( �����, )�) �����&����� �"$��-
���, ��'���� ����� %�� ���������!( ��)�����������(, $����������� ) 
'$���, ���%�� �� ) �)�$&�,+�� $�#����� � ��., �%�#�� �%����#�,� 
�!"�� �������. 

� )������� ��(������ �������)� ����� � %��"��� ���$)�$�! ���-
����!( ����� ��%�#�����#�� *��#, ����!� �#-�����. ���"�, �#� 
*��#, �����-� �#-������ ��#����� ��)$��������� ��������� ����, � 
)������� (�������! ��������������� ��)��� ��+�������!( ����# � 
���&����� ����� ������ ���, �����&�+�� ��)&� ��4���� �, � �(��-
��� � �!(����� �������( �#� )�&��� �����. 

/�� �)��+������ ��� -��4� ��� ���������#��� ��%�#�-����)� �"-
(���� � '����$, ������� � �(���!( ��������, � ��(�������� 4�)��-
�������-� )�#������� � �$���� �� �(���!( � �!(���!( ��������. 
��)�� �"�����, �#� #,"!( ��$( ��� �����&�� "!#� $��������� 
«�����)��!�» � «���#���,+����» *#�����! ��)���� %�������#���� � 
(�������!. ��), ��%�����, ���������� ��� ��� � �����)��!� )�#�-
������� � �$���� ��� �(���!( � �!(���!( �������� (���. 1).  

 

 
 


��. 1. /����� ��$( ���#���!( ��� 
 
/�#$����!� � ���$#����� %���)� � '����$ ��)���! ������ "$�$� 

����� �#��$,+�� «���%���,+��» ����� ��� (�!��#��! %�����)���-
����). 
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1 2 3 6 6 7 

6 6 7 4 7 5  

 
1 2 3 6 7 7 8 8 

6 7 7 8 8 5 4 5  
 


��. 2. «���%���,+��» ����� ��� 
 
�#� ���"�� "!#� �%����#��! �%��� �� ��� ��#��� ��, � ��������, 

��"��� �#� �)��+������, �)��+������, �$�� ��, ���$) �� � ��#�) ��.  
��������� �������)� %�� ���� �������)� ��������� ���� ��#����� 

�����&���� ��)����#���-� )�#������� ����� �� �#� �(�������� %�%$#�-
 �� ) �������� ��#����� ?. ��)�� �"�����, � �%��!������ ������)� )��-
������ � ��)� )������� ��"��� %�)�����#�� � ������������ )�������� 
)������� %�#$������ ������� ���$)�$�! � �������)� ����� ���� ��#����� 
)������� %��-����, �����'����-� ��������� ����,. 

 
�+��&'��)' 2'.��1-�-) � *2�(�'��' *+ *-�-�*-�&'*��0� 0'-+,�0� 
� )������� �#����������!( ������� %��-����������� �����������-

#��� %��������� $�������� ��-������ � %���������#��!� %���������� 
4�)�����-� ���#��� �#� ��"��� �#��,+�( �� ��#����$ ��25 %�)�����-
#�� � "�� ��-�.  

� ��"#� � %�������#��! ���#��!� ��#����! ��25 � 2011 -��$ («
�-
�#��.»), � ��)&� ���$#����!, %�#$����!� � ��%�#��������� �%������-� 
%��(��� («���-1» � « ���-5») � �����������)�( ������� («2�+#��. 
��-�.» � «5��. ��-�.»). � %��#����� ����)� %�������� �������� ������-
)����������)�� �'�")� �#� )�&��-� ������. 
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