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В работе рассмотрено одно обобщение классического мультициклического 
генератора с r регистрами, выходная последовательность которого состоит из 
элементов, образованных произведениями двоичных знаков в регистрах при 
их циклическом сдвиге друг относительно друга. Знаки, заполняющие каж-
дый регистр, циклически m-зависимы, а регистры независимы между собой. 
Для случайной величины, равной числу единиц в описанной мультицикличе-
ской последовательности, найдены математическое ожидание и дисперсия 
при помощи формулы, связывающей ее значение с количествами единиц в 
каждом из регистров. Доказана центральная предельная теорема для числа 
единиц, когда длины регистров стремятся к бесконечности, а параметры рас-
пределений знаков, заполняющих регистры, и число регистров остаются фик-
сированными. Рассмотрено несколько частных случаев применения предель-
ной теоремы к последовательностям случайных величин специального вида, 
заполняющих регистры. Для случая независимых и неравновероятных запол-
нений регистров приведены численные значения скорости сходимости к пре-
дельному распределению в равномерной метрике. 
Ключевые слова: мультициклическая последовательность; генератор Пола; 
число единиц; центральная предельная теорема; m-зависимые случайные ве-
личины. 
 

Введение 
Мультициклический генератор из r  регистров над кольцом вычетов 

по модулю 2 был предложен в работе [1]  и определен следующим обра-
зом. Пусть ( ) ( )

0 1( , , ),
j

j j
mx x -K  1, ,j r= K  — векторы заполнений ячеек регист-

ров взаимно простых длин 1, , ,rm mK  ( ) {0,1},j
kx Î  0, , 1jk m= -K . Знаки 

мультициклической последовательности образуются по правилу:  

1

(1) ( )
( ) ( ) ,r

r
t t m t mz x x= Å ÅK  

где ( ) mod ,t M t M=  Å  — операция сложения по модулю 2. Выходная 
последовательность такого генератора является чисто периодической с 
(возможно не минимальной) длиной периода 1 rT m m= K . Поэтому при 
иcследовании ее свойств достаточно рассматривать отрезок длины .T   

В работе [2] число единиц на цикле выходной последовательности ге-
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нератора выражено через числа единиц в его регистрах. В работах [3–5] 
получены аналогичные формулы для частот знаков в выходной последо-
вательности комбинирующего и фильтрующего генераторов [6]. С помо-
щью этого подхода в [2]  получен широкий спектр предельных теорем 
нормального типа для числа единиц в мультициклической последователь-
ности, когда регистры заполнены независимыми в совокупности двоич-
ными случайными величинами с равномерными распределениями. В [7] 
результаты работы [2] были обобщены на случай циклически m -
зависимых [8, с. 468] заполнений внутри регистров. В [2] и [7] также по-
лучены оценки скорости сходимости в предельных теоремах в равномер-
ной метрике [9, с. 475]. Случай неравновероятных независимых заполне-
ний регистров рассмотрен в [10]. 

 
1. Постановка задачи 

Пусть ( ) ( )
0 1, , ,

j

j j
mY Y -K  1, ,j r= K  — независимые одинаково распреде-

ленные двоичные случайные величины. Построим по ним 
последовательности циклически m -зависимых случайных величин  [8, с. 
468–469]: ( ) ( ) ( )

( 1)( )( , , ),
j

j j j
k j k k m mX f Y Y + -= K  0, , 1,jk m= -K  1, , .j r= K        (1) 

Здесь 1, , rf fK  — булевы функции, существенно зависящие хотя бы от 
одной и не более чем от m  переменных, ,jm m<  1, , .j r= K  Случай 1m =  
и 1, , rf f const¹K  соответствует последовательности независимых слу-
чайных величин.  

Случайные величины ( ) ( )
0 1, ,

j

j j
mX X -K  имеют одинаковые одномерные 

распределения в силу независимости и одинаковой распределенности 
случайных величин ( ) ( )

0 1, , .
j

j j
mY Y -K  Пусть  

( ) ( )
( 1)( ){ ( , , ) 1}.

j

j j
j j k k m mp f Y Y + -= =P K                            (2) 

Рассмотрим обобщение классического мультициклического генератора 
[1]. Построим мультициклический генератор с r  регистрами, заполнен-
ными наборами ( )j

kX , 0, , 1,jk m= -K  1, , ,j r= K  который вырабатывает 
выходную последовательность по правилу: 

1

(1) ( )
( ) ( ).r

r
t t m t mZ X X= K                                                 (3) 

В настоящей работе мы изучим вопрос об асимптотическом распреде-
лении числа единиц на цикле длины 1 rT m m= K  выходной последова-
тельности генератора (3).  
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2. Число единиц на цикле выходной последовательности 
мультициклического генератора 

Обозначим через 
1

( )

0

jm
j

j k
k

S X
-

=

=å  — число единиц в j -м регистре, 

1, , ,j r= K  
1

0

T

k
k

Z
-

=

x =å  — число единиц в цикле последовательности (3). 

Лемма 1. Пусть 1, , 1.rm m ³K  Тогда имеет место равенство: 

1 rS Sx = K .                                           (4) 
Доказательство леммы 1. Докажем формулу (4) по индукции. Пусть 

сначала 2r = . Заметим, что 
1 2

(1) (2)
( ) ( ){ 1} { 1, 1}.k k m k mZ X X= = = =  Всего можно 

получить 1 2S S  пар единиц при циклическом сдвиге первого и второго ре-
гистров друг относительно друга. Таким образом, при 2r =  формула (4) 
доказана. Остается заметить, что мультициклический генератор с r  реги-
страми может быть представлен как мультициклический генератор с дву-
мя регистрами, первый из которых заполнен выходной последовательно-
стью генератора из первых 1r -  регистров исходного генератора, а вто-
рой регистр совпадает с r -м регистром исходного генератора. Лемма 1 
доказана.  

Лемма 2. Пусть закон распределения случайных величин ( )j
kX , 

0, , 1,jk m= -K  1, , ,j r= K  задается формулами (1)  и (2),  1,m ³  

1, , 2 1.rm m m³ -K  Тогда математическое ожидание и дисперсия числа 
единиц x  равны 

1 ,rTp px =E K  

( ) ( ) 2 2
0 1

1 11

2 { 1} ( 2 1) ( ) .
r

j j
j l j j r

l mj

T p X X m m p Tp p
£ £ -=

æ ö
x = + = + - + -ç ÷

è ø
åÕD P K  (5) 

Доказательство леммы 2. Начнем с вычисления xE . Согласно опре-
делению случайной величины jS : 

1 1
( ) ( ) ( )

( 1)( )
0 0

{ 1} { ( , , ) 1}
j j

j

m m
j j j

j k j k k m m
k k

S X f Y Y
- -

+ -
= =

= = = = =å åE P P K  

( ) ( )
0 1{ ( , , ) 1}j j

j j m j jm f Y Y m p-= = =P K .                              (6) 
Случайные величины 1, , rS SK  независимы в совокупности, поэтому  

1 1 1 1r r r rS S m p m p Tp px = = =E E EK K K  
(мы воспользовались определением длины цикла T  и формулой (6)). 

Теперь вычислим xD . Заметим, что 
2 2 2 2 2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) .r r r rS S S S S S Tp px = - = -D E E E EK K K K         (7)  
Снова воспользуемся определением случайной величины jS : 
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21 1
2 ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 , 1;

{ 1} { 1} { 1}
j j

j

m m
j j j j

j k k k l
k k k l m k l

S I X I X I X X
- -

= = £ £ - ¹

æ ö
= = = = + = =ç ÷ç ÷

è ø
å å åE E E E  

( ) ( )

0 , 1;

{ 1}
j

j j
j j k l

k l m k l

m p X X
£ £ - ¹

= + = =å P ( ) ( )
0

1 1

{ 1}.
j

j j
j j j l

l m

m p m X X
£ £ -

+ =å P  

Так как случайная величина ( )
0

jX  зависима со случайными величинами 
( ) ( )
1 1, ,j j

mX X -K  и ( ) ( )
1 1, , ,

j j

j j
m m mX X- + -K  то  

2 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1

2 { 1} { 1} { 1}
j

j j j j
j j j j l j l

l m m l m m

S m p m X X m X X
£ £ - £ £ -

= + = + = = =å åE P P P

( ) ( ) 2
0

1 1

2 { 1} ( 2 1) .j j
j j l j j

l m

m p X X m m p
£ £ -

æ ö
= + = + - +ç ÷

è ø
å P         (8) 

Подставив (8) в (7), получим (5). Лемма 2 доказана. 
Замечание 1. Из формулы (8) нетрудно получить, что  

2 ( ) ( ) 2
0

1 1

2 { 1} (2 1) .j j
j j j l j

l m

S m p X X m p
£ £ -

æ ö
= + = - -ç ÷

è ø
åD P           (9) 

Замечание 2. При 1m =  и 1 / 2jp =  (для независимых равномерно 
распределенных случайных величин) получим, что  

( )2 2

1 1

1 12 , ( 1) (2 ) 4 1 4
2 4

r r
r r r r

j j
j j

T T m T T m T- - - -

= =

æ öx = x = + - - = + - =ç ÷
è øÕ ÕE D  

1

1

1

1 1

4 1 .
k

k

r
r

j j
k j j r

T m m
-

-

= £ £ £ <

æ ö
= +ç ÷ç ÷

è ø
å å

K

K  

Обозначим 
2 ( ) ( ) 2

0
1 1

2 { 1} (2 1) ,j j j
j j l j

j l m

S
p X X m p

m £ £ -

s = = + = - -å
D

P  1, , .j r= K  

Теорема 1. Пусть закон распределения случайных величин ( )j
kX , 

0, , 1,jk m= -K  1, ,j r= K  задается формулами (1) и (2), длины регистров 

1, , rm m ®¥K , а 1m ³  и 1, , (0,1)rp p ÎK  остаются фиксированными, 
2

1
0

r

j
j=
s >å . Тогда закон распределения случайной величины  

1/22

2
11

1
r

j

rj j j Tp pm p

-

=

æ ös æ öx
-ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø

å
K

                                  (10) 

сходится к стандартному нормальному закону распределения. 

Доказательство теоремы 1. Обозначим * j j j
j

j j

S m p
S

m
-

=
s

 — 

центрированное и нормированное число единиц в j -м регистре, 
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ванное и нормированное число единиц в j -м регистре, 1, , .j r= K  Тог-
да (4) можно записать в виде: 

( )* *
1

1 1

1 .
r r

j
j j j j j r j

j j j j

m p S m Tp p S
p m= =

æ ös
ç ÷x = + s = +
ç ÷
è ø

Õ ÕK  

Отсюда получим, что 

*

1 1

1
r

j
j

r j j j

S
Tp p p m=

æ ösx ç ÷= + =
ç ÷
è ø

Õ
K

 

1

* *

1 2 1 1

1 l

l

k l l

kr r
jj

j j
j k j j r lj j j j

S S
p m p m= = £ < < £ =

ss
= + +å å å Õ

K

. 

Пусть * 1min{ , , }.rm m m= K  Так как случайные величины * /j jS m  

стремятся по вероятности к нулю при 1, , rm m ®¥K , то  

* 1/2
* * *

1 1

1 ( )
r

j
j

r j j j

m m S O m
Tp p p m

-

=

sæ öx - = +ç ÷
è ø

å
K

            (11) 

(запись ( )O tz =  означает, что случайная величина 1t-z  ограничена по 
вероятности при t ®¥ ). Значит, из (11) предельные при 1, , rm m ®¥K  

законы распределения для *
1

1
r

m
Tp p
æ öx -ç ÷
è øK

 и *
*

1

r
j

j
j j j

m S
p m=

s
y = å  

совпадают. Остается заметить, что для каждой из независимых в совокуп-
ности случайных величин * *

1 , , rS SK  выполнена центральная предельная 
теорема (см. теорему 19.2.1 кн. [8, с. 469]). Поэтому предельный закон 
распределения случайной величины y  является нормальным с нулевым 

средним и положительной дисперсией 
2

* 2
1

r
j

j jj

m
m p=

s
å . Значит, случайная ве-

личина (10) также имеет в пределе при 1, , rm m ®¥K  стандартное нор-
мальное распределение. Теорема 1 доказана. 

 
3. Частные случаи теоремы 1 

Рассмотрим несколько частных случаев.  
Пусть 1,m =  ( ) ,j

kX  0, , 1,jk m= -K  1, , ,j r= K  — независимые в сово-
купности двоичные случайные величины с одинаковым законом распре-
деления: ( ) ( ){ 1} 1 { 0} .j j

k k jX X p= = - = =P P  Тогда (1 )j j j jS m p p= -D  и 
2 (1 )j j jp ps = - . 

Следствие 1. Пусть ( ) ,j
kX  0, , 1,jk m= -K  1, , ,j r= K  — независимые в 

совокупности двоичные случайные величины с законом распределения: 
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( ) ( ){ 1} 1 { 0} .j j
k k jX X p= = - = =P P  Пусть 1, , rm m ®¥K , 1, , (0,1)rp p ÎK  

остаются фиксированными. Тогда закон распределения случайной вели-

чины 
1/2

11

1
1

r
j

rj jj

p
Tp pm p

-

=

æ ö- æ öxh = -ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø
å

K
 сходится к стандартному нормаль-

ному закону. 
В таблице 1 приведены значения расстояния в равномерной метрике d  

между функцией распределения случайной величины h  и функцией рас-
пределения стандартного нормального закона F  для мультициклической 
последовательности, образованной двумя регистрами. 

Таблица 1 
Значения ( , )d Fh F  для мультициклической последовательности 

с двумя регистрами 
 1 10;m =  

2 11m =  
1 30;m =  

2 31m =  
1 50;m =  

2 51m =  
1 100;m =  

2 101m =  

1 20.2; 0.2p p= =  0.186 0.106 0.076 0.055 

1 20.2; 0.4p p= =  0.134 0.071 0.053 0.037 

1 20.2; 0.5p p= =  0.111 0.061 0.046 0.032 

1 20.2; 0.6p p= =  0.095 0.054 0.040 0.027 

1 20.2; 0.8p p= =  0.103 0.041 0.032 0.022 

1 20.4; 0.4p p= =  0.109 0.069 0.052 0.036 

1 20.4; 0.5p p= =  0.093 0.056 0.039 0.026 

1 20.4; 0.6p p= =  0.085 0.048 0.031 0.021 

1 20.4; 0.8p p= =  0.069 0.040 0.031 0.022 

1 20.5; 0.5p p= =  0.097 0.058 0.044 0.031 

1 20.5; 0.6p p= =  0.084 0.046 0.033 0.021 

1 20.5; 0.8p p= =  0.068 0.030 0.021 0.013 

1 20.6; 0.6p p= =  0.091 0.051 0.041 0.029 

1 20.6; 0.8p p= =  0.060 0.027 0.019 0.011 

1 20.8; 0.8p p= =  0.088 0.052 0.040 0.028 
 

Замечание 3. Утверждение следствия 1 для равновероятных распреде-
лений случайных величин ( )j

kX  ( 1/ 2,jp =  1, ,j r= K ) получено в [11]. 

Пусть теперь 2,m =  ( ) ( )
0 1, , ,

j

j j
mY Y -K  1, ,j r= K  — независимые одинако-

во распределенные двоичные случайные величины: 
( ) ( ){ 1} 1 { 0} ,j j

k kY Y p= = - = =P P                              (12)  
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( ) ( ) ( )
( 1)( ) ,j

j j j
k k k mX Y Y += Å  0, , 1,jk m= -K  1, , .j r= K              (13)  

В этом случае  
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1{ 1} { 1} { 1} 2 (1 ),j j j j
kX X Y Y p p= = = = Å = = -P P P  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0 1 1 2{ 1} { 1} { 1}j j j j j j j j

k kX X X X Y Y Y Y+= = = = = = Å = Å = =P P P  
2 2(1 ) (1 ) (1 ),p p p p p p= - + - = -  

при этом элементы последовательности ( ) ,j
kX  0, , 1,jk m= -K  не являю-

щиеся соседними, независимы между собой (считаем элементы ( )
0

jX  и 
( )

1j

j
mX -  соседними). Тогда формула (9) перепишется в виде: 

( )2 ( ) ( ) 2
0 12 { 1} (4 1)j j

j j j jS m p X X p= + = - - =D P  

( )22 (1 ) 2 (1 ) 3(2 (1 ))jm p p p p p p= - + - - - = ( )4 (1 ) 1 3 (1 ) .jp p m p p- - -  

Значит, ( )2 4 (1 ) 1 3 (1 )j p p p ps = - - -  и имеет место следующее утвержде-
ние.  

Следствие 2. Пусть случайные величины ( ) ,j
kX  0, , 1,jk m= -K  

1, ,j r= K  определены равенствами (12) и (13). Пусть 1, , rm m ®¥K , 
(0,1)pÎ  фиксировано. Тогда закон распределения случайной величины:  

1/2

1

1 3 (1 ) 1 1
(1 ) 2 (1 )

r

r r r
jj

p p
p p m T p p

-

=

æ ö æ ö- - x -ç ÷ ç ÷ç ÷- -è øè ø
å  

сходится к стандартному нормальному закону. 
Замечание 4. При 1/ 2p =  случайные величины ( ) ,j

kX  0, , 1,jk m= -K  
1, , ,j r= K  определенные равенствами (12) и (13), независимы в совокуп-

ности. В этом случае утверждения следствий 1 и 2 совпадают. 
Рассмотрим еще один частный случай, когда распределения случайных 

величин вместо (13) задаются равенством: 
( ) ( ) ( )

( 1)( ) ,j

j j j
k k k mX Y Y +=  0, , 1,jk m= -K  1, , ,j r= K              (14)  

а ( ) ( )
0 1, , ,

j

j j
mY Y -K  1, ,j r= K  — независимые одинаково распределенные 

двоичные случайные величины, удовлетворяющие (12). Тогда 
( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0 1{ 1} { 1} { 1} ,j j j j
kX X Y Y p= = = = = =P P P  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3
1 0 1 0 1 1 2{ 1} { 1} { 1} .j j j j j j j j

k kX X X X Y Y Y Y p+= = = = = = = = =P P P  
Аналогично следствию 2 имеет место следующее утверждение.  

Следствие 3. Пусть случайные величины ( ) ,j
kX  0, , 1,jk m= -K  

1, ,j r= K  определены равенствами (12) и (14). Пусть 1, , rm m ®¥K , 
(0,1)pÎ  фиксировано. Тогда закон распределения случайной величины  
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1/2
2

2 2
1

1 2 3 1 1
r

r
jj

p p
mp Tp

-

=

æ ö æ ö+ - x -ç ÷ ç ÷ç ÷ è øè ø
å  

сходится к стандартному нормальному закону. 
 

Заключение 
В работе рассмотрено обобщение классического мультициклического 

генератора с r регистрами над кольцом вычетов по модулю 2. Знаки внут-
ри каждого регистра циклически m-зависимы, а регистры независимы 
между собой. Доказана центральная предельная теорема для числа единиц 
в цикле мультициклической последовательности, когда длины регистров 
стремятся к бесконечности, а параметры распределений знаков, запол-
няющих регистры, и их число остаются фиксированными. Рассмотрено 
несколько частных случаев применения предельной теоремы к последова-
тельностям случайных величин специального вида. Получены численные 
значения скорости сходимости к нормальному распределению в равно-
мерной метрике для независимых и неравновероятных заполнений реги-
стров. 
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ON THE NUMBER OF ONES IN A MULTI-CYCLIC SEQUENCE WITH 
DEPENDENT SIGNS 
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Cand. Sci. (Phys. and Math.), A/Prof., 
Bauman Moscow State Technical University  
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E-mail: natalia.mezhennaya@gmail.com 
 
The article considers one extension of a classical multi-cyclic generator with r reg-
isters, which output sequence consists of elements formed by the products of binits 
in the registers under their cyclic shift relative to each other. The signs that fill each 
register are cyclically m-dependent, and the registers are independent of each other. 
We have found the mathematical expectation and variance for a random variable 
equal to the number of ones in the presented multi-cyclic sequence using the for-
mula connecting its value with the number of ones for each registers. The central 
limit theorem for the number of ones is proved under the conditions when the 
lengths of registers tend to infinity, and the parameters of signs distributions filling 
the registers and the number of registers are fixed. We consider several particular 
cases of the limit theorem application to the sequences of random variables of a 
special type filling the registers. The numerical values of the convergence rate to 
the limiting distribution in the uniform metric for the case of independent and non-
uniform fillings of registers are given. 
Keywords: multi-cyclic sequence; Pohl generator; number of ones; central limit 
theorem; m-dependent random variables. 
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