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Предлагается новый подход к решению задач оптимального управления с ог-
раничениями на основе построения и решения системы условий улучшения 
управления в форме задачи о неподвижной точке оператора управления. Для 
построения указанных условий применяется переход к вспомогательной зада-
че без ограничений с регулярным функционалом Лагранжа. На основе задачи 
о неподвижной точке конструируются итерационные алгоритмы последова-
тельного улучшения управления. Подход иллюстрируется на примере. 
Ключевые слова: управляемая система с ограничениями; условия улучшения 
управления; задача о неподвижной точке. 
 

Введение 
Распространенным подходом к решению задач оптимального управле-

ния с ограничениями является сведение к вспомогательным задачам без 
ограничений с помощью функционалов Лагранжа, на основе которых по-
лучают необходимые  условия оптимальности управления типа принципа 
максимума [1–3]. В классической форме  необходимые условия опти-
мальности являются неконструктивными, так как остается открытым во-
прос о выборе множителей Лагранжа. 

Поиск экстремальных управлений, удовлетворяющих необходимым 
условиям оптимальности, обычно разделяется на этапы поиска экстре-
мального управления в вспомогательной задаче без ограничений с мно-
жителями Лагранжа и этапы подбора этих множителей для удовлетворе-
ния ограничений.  

Предлагаемый в статье подход основывается на конструировании ус-

                                                             
1 Работа выполнена при финансовой поддержке МОН РФ, проект 1.5049.2017/БЧ;  
РФФИ, проект 18-41-030005-р_а 
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ловий улучшения управления с точным выполнением ограничений на ба-
зе известных специальных формул приращения функционала вспомога-
тельной задачи, не содержащих остаточных членов разложений. Исполь-
зование таких формул позволяет интерпретировать условия улучшения 
допустимых управлений как задачу о неподвижной точке. Это дает воз-
можность применить развитую теорию и методы неподвижных точек для 
эффективного поиска допустимых улучшающих управлений. 

Методы неподвижных точек ранее были построены и обоснованы в 
классах нелинейных задач оптимального управления без ограничений    
[4;  5].  В данной работе эти подходы развиваются для задач с ограниче-
ниями. 

 
1. Постановка задачи с ограничениями 

Рассматривается класс нелинейных задач с ограничениями, приводи-
мых к следующему общему виду: 

( ) ( ( ), ( ), )x t f x t u t t=& , 0
0( )x t x= ,                              (1) 

( )u t UÎ , 0 1[ , ]t T t tÎ = , 

0 0 1 0( ) ( ( )) ( ( ), ( ), ) inf
u V

T

u x t F x t u t t dtj
Î

F = + ®ò ,   (2) 

1 1 1( ) ( ( )) 0u x tjF = = ,      (3) 
в котором 1( ) ( ( ),..., ( ))nx t x t x t=  — вектор состояния, 

1( ) ( ( ),..., ( ))mu t u t u t=  — вектор управляющих  функций. Множество 
mU RÍ  замкнуто и выпукло. Интервал T  фиксирован.  В качестве дос-

тупных  управляющих функций рассматривается множество V  кусочно-
непрерывных на T  функций со значениями в множестве U . Функции 

0 ( )xj , 1( )xj  непрерывно-дифференцируемы на nR , функции 0( , , )F x u t , 
( , , )f x u t  и их частные производные по x , u  непрерывны по совокупно-

сти аргументов на множестве nR U T´ ´ . Функция ( , , )f x u t  удовлетво-
ряет условию Липшица по x  в nR U T´ ´  с константой 0L > : 

( , , ) ( , , )f x u t f y u t L x y- £ - . 
Условия гарантируют существование и единственность решения 

( , )x t v , t TÎ  системы (1) для любого доступного управления v VÎ . Дос-
тупное управление v VÎ  называется допустимым, если выполняется 
функциональное ограничение (3). Множество допустимых управлений 
обозначим 

1 1 1( ) ( ( )) 0}{ : v x tD v V jF = == Î . 
Рассмотрим функцию Понтрягина с вектором 2

0 1( , ) Rl l l= Î  

0 0( , , , , ) , ( , , ) ( , , )H x u t f x u t F x u tl y y l= - . 
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Для управления v VÎ  обозначим ( , , ),t v t Ty l Î  — решение сопря-
женной системы: 

( ) ( , ( ), ( ), , )xt H t x t u ty l y= -& , 
1

1 1
0

( ) ( ( ))i ix
i

t x ty lj
=

= -å  

при ( ) ( , )x t x t v= , ( ) ( )u t v t= , t TÎ . 
Известное необходимое условие оптимальности допустимого управле-

ния u DÎ  в форме  принципа максимума [3] в задаче (1)–(3) при некото-
ром векторе 0 1( , ) 0l l l= ¹ , 0 0 1l = Ú  можно представить в виде: 

( ) arg max ( , ( , , ), ( , ), , )
w U

u t H t u x t u w tl y l
Î

= , t TÎ .   (4) 

Из условия (4) следует ослабленное необходимое условие в форме 
дифференциального принципа максимума (ДПМ): 

( ) argmax ( , ( , , ), ( , ), ( ), ),u
w U

u t H t u x t u u t t wl y l
Î

= , t TÎ ,   (5) 

которое можно представить в проекционной форме: 
( ) ( ( ) ( , ( , , ), ( , ), ( ), ))U uu t P u t H t u x t u u t ta l y l= + , t TÎ , 0a > . (6) 

Важно отметить, что для выполнения дифференциального принципа 
максимума (5) достаточно проверить условие (6) хотя бы для одного 

0a > . 
Допустимое управление u UÎ , удовлетворяющее условию (4) при не-

котором 0 1( , )l l l= , 0 1l = , называется регулярным управлением. Если 
все допустимые управления, удовлетворяющие условию (4), являются 
регулярными, то задача (1)–(3) называется регулярной. В противном слу-
чае задача (1)–(3) называется вырожденной. 

Функция H  соответствует функции Понтрягина в вспомогательной 
задаче Лагранжа без ограничения (3): 

1

0
( , ) ( ) infi i u Vi

L u ul l
Î=

= F ®å% , 

в которой условия (4), (5) и (6) являются необходимыми условиями опти-
мальности. 

Поставим задачу улучшения допустимого управления в задаче (1)–(3) 
в следующей постановке: для заданного допустимого управления Iu DÎ  
требуется найти допустимое управление u DÎ  с условием 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0I I
u u u uD F =F -F £ . 
 

2. Метод улучшения управления 
Рассмотрим вспомогательную задачу без ограничений на основе регу-

лярного функционала Лагранжа: 
( ) ( ( ), ( ), )x t f x t u t t=& , 0

0( )x t x= ,    (7) 
( )u t UÎ , 0 1[ , ]t T t tÎ = , 
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0 1( , ) ( ) ( ) inf
u V

L u u ul l
Î

= F + F ® , RlÎ .   (8) 

Обозначим 0 1( , ) ( ) ( )x x xj l j lj= + . Функция Понтрягина с сопряжен-
ной переменной nRy Î  и стандартная сопряженная система в задаче (7), 
(8) имеют вид: 

0( , , , ) , ( , , ) ( , , )H x u t f x u t F x u ty y= - , 
( ) ( ( ), ( ), ( ), )xt H t x t u t ty y= -& , t TÎ , 1 1( ) ( , ( ))xt x ty j l= - .   (9) 

Для доступного управления u VÎ  обозначим ( , , )t uy l , t TÎ  — реше-
ние стандартной сопряженной системы (9) при ( ) ( , )x t x t u= . 

Рассмотрим задачу улучшения доступного управления в задаче (7), (8): 
для заданного доступного управления Iu VÎ  требуется найти доступное 
управление u VÎ  с условием ( , ) ( , ) ( , ) 0I I

uL u L u L ul l lD = - £ . В соответ-
ствии с [5] нелокальные условия улучшения доступного управления 

Iu VÎ  на основе использования специальных формул приращения функ-
ционала без остаточных членов разложений можно представить следую-
щим образом.  

Далее будем использовать следующее обозначение частного прираще-
ния произвольной вектор-функции 1( ,..., )lg y y  по переменным 

1
,sy  

2
:sy   

1

1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

, ( ,..., )

( ,..., ,..., ,..., ) ( ,..., ).

l

l l

y y y ys s s s

s s s s

g y y

g y y y y y y g y y

+D +DD =

= + D + D -
 

Дополнительно обозначим ( ) ( , ) ( , )Ix t x t u x t uD = - , ( ) ( ) ( )Iu t u t u tD = - . 
Введем модифицированную дифференциально-алгебраическую со-

пряженную систему, включающую дополнительную фазовую перемен-
ную 1( ) ( ( ),..., ( ))ny t y t y t= , 

( ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( )xp t H p t x t u t t r t= - -& ,    (10) 

( )( ( ), ( ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ( ( ), ( ), ( ), )x y tH p t x t u t t r t y t x t H p t x t u t t+ - = D  (11) 

с краевыми условиями 
1 1( ) ( , ( ))xp t x t qj l= - - ,   (12) 

11 1 1 ( ) 1( , ( )) , ( ) ( ) ( , ( ))x y tx t q y t x t x tj l j l+ - = D ,  (13) 

в которой по определению полагаем ( ) 0r t = , 0q =  в случае линейности 
функций f , 0F , j  по x  (линейная по состоянию задача (7), (8)), а также 
в случае ( ) ( )y t x t=  при соответствующих t TÎ . 

В линейной по состоянию задаче (7), (8) модифицированная сопря-
женная система (10)–(13) в силу определения совпадает со стандартной 
сопряженной системой (9). 

В нелинейной по состоянию задаче (7), (8) алгебраические уравнения 
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(11) и (13) всегда можно аналитически разрешить относительно величин 
( )r t  и q  в виде явных или условных формул (возможно, не единствен-

ным образом). 
Таким образом, дифференциально-алгебраическую сопряженную сис-

тему (10)–(13)  всегда можно свести (возможно,  не единственным обра-
зом) к дифференциальной сопряженной системе с однозначно определен-
ными величинами ( )r t  и q . 

Для доступных управлений u VÎ , Iu VÎ  обозначим ( , , , )Ip t u u l , 
t TÎ  — решение модифицированной сопряженной системы (10)–(13) при 

( ) ( , )Ix t x t u= , ( ) ( , )y t x t u= , ( ) ( )Iu t u t= . Из определения следует очевид-
ное равенство ( , , , ) ( , )p t u u t ul y= , t TÎ . 

Проекционные условия улучшения доступного управления Iu VÎ  с 
заданным параметром проектирования 0a >  имеют вид: 

( ) ( ( ) ( ( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( )))I I I
U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta l= + + , t TÎ , (14)

 
( ) ( ( , , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ,

I I
u t

I I I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

l

l

D =

= + -
  (15) 

в котором в уравнении (15) по определению полагается ( ) 0s t =  в случае 
линейности функции f , 0F  по u  (линейная по управлению u  задача (7), 
(8)), или в случае ( ) ( )Iu t u t=  при t TÎ . 

Уравнение (15) всегда можно однозначно разрешить относительно ве-
личины ( )s t  (возможно, не единственным образом). 

Согласно [5] решение системы (14), (15) обеспечивает улучшение 
управления Iu VÎ  для любого параметра 0a >  с оценкой улучшения 
функционала: 

21( , ) ( ) ( )I I
u

T

L u u t u t dtl
a

D £ - -ò . 

При этом улучшение управления гарантируется не только в достаточно 
малой окрестности исходного управления Iu VÎ , т. е. рассматриваемая 
процедура улучшения обладает свойством нелокальности в отличие от 
известных градиентных методов и других локальных методов улучшения 
управления. 

Условия (14), (15) рассматриваются как задача о неподвижной точке в 
пространстве управлений для определяемого правыми частями этих усло-
вий однозначно выбираемого оператора управления. 

Как указано в [5], задача (14), (15) является эквивалентной краевой за-
даче в пространстве состояний: 

 ( ) ( ( ), ( ), )x t f x t u t ta=& ,  0
0( )x t x= , 
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( ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( )I I
xp t H p t x t u t t r t= - -& , 

( )

( ( ), ( ), ( ), ) ( ), ( ) ( )

( ( ), ( ), ( ), )

I I I
x

I I
x t

H p t x t u t t r t x t x t

H p t x t u t t

+ - =

= D
 

1 1( ) ( , ( ))I
xp t x t qj l= - - , 

11 1 1 ( ) 1( , ( )) , ( ) ( ) ( , ( ))I I I
x x tx t q x t x t x tj l j l+ - = D , 

в которой 
( ) ( ( ) ( ( ( ), ( ), ( ), ) ( )))I I

U uu t P u t H p t x t u t t s ta a= + + , t TÎ , 

( )
( ( ), ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), ( ), ) ( ), ( ) ( )I I I

uu t
H p t x t u t t H p t x t u t t s t u t u ta

aD = + -  

и обозначено ( ) ( , )I Ix t x t u= , t TÎ . 
Эквивалентность краевой задачи и задачи о неподвижной точке (14), 

(15) понимается в следующем смысле. Пусть пара ( ( ), ( ))x t p t , t TÎ  явля-
ется решением краевой задачи. Тогда управление ( )u ta , t TÎ  является 
решением задачи о неподвижной точке (14),  (15).  Наоборот,  пусть дос-
тупное управление u Va Î  является решением задачи (14), (15). Тогда па-
ра ( ( , ), ( , , , ))Ix t u p t u ua a l , t TÎ  является решением краевой задачи. 

Таким образом, для улучшения управления Iu VÎ  достаточно решить 
задачу о неподвижной точке (14), (15) или эквивалентную ей краевую за-
дачу. 

Решения задачи о неподвижной точке (14), (15) и эквивалентной крае-
вой задачи зависят от множителя Лагранжа RlÎ . Дополним указанные 
задачи условием удовлетворения ограничения (3) с помощью выбора 

RlÎ . В результате получим условия улучшения допустимого управле-
ния Iu DÎ  в задаче (1)–(3) c оценкой, аналогичной [5]: 

2

0
1( ) ( , ) ( ) ( )I I I

u u
T

u L u u t u t dtl
a

D F = D £ - -ò .  (16) 

Предлагаемый подход оптимизации управляемых систем с ограниче-
ниями состоит в последовательном решении задач улучшения допустимо-
го управления в форме конструируемых задач о неподвижной точке одно-
значно определяемого оператора управления с дополнительным условием 
выполнения ограничения (3). 

 
3. Итерационные алгоритмы 

Для реализации задачи (14), (15), (3) рассматривается итерационный 
процесс с точным выполнением ограничения (3) при 0k ³  с заданным 
начальным управлением 0u VÎ  при 0k = : 
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1( ) ( ( ) ( ( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( )))k I I k k I k
U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta l+ = + + , t TÎ , (17) 

( )
( ( , , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ,

k
I k k I

u t

I k k I k k I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

l

l

D =

= + -
 (18) 

1 1
1 1 1( ) ( ( , )) 0k ku x t uj+ +F = = ,     (19) 

в котором на каждой итерации решается неявно заданное от множителя 
RlÎ  уравнение (19). 

Для численного решения указанной задачи (17)–(19) относительно 
RlÎ  можно использовать известные методы. 

Распространенный подход основывается на замене условия (19) экви-
валентным уравнением: 

1( , )kG ul l += ,   (20) 

в котором функцию 1( , )kG ul +  можно выбирать различными способами 

по аналогии с [6]. Например, 1 1
1( , ) ( )k kG u ul l b+ += + F , 0b ¹ . 

Тогда для решения задачи (17), (18), (20) можно использовать извест-
ные одношаговые методы последовательных приближений и их модифи-
кации [6]. В частности, метод простой итерации при 0j ³  с заданным 

0 Rl Î  при 0j = : 
1( ) ( ( ) ( ( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( )))k I I k j k I k

U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta l+ = + + , t TÎ , 

( )
( ( , , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ,

k
I k j k I

u t

I k j k I k k I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

l

l

D =

= + -
 

1 1( , )j j kG ul l+ += . 
Критерием окончания внутренних итераций по индексу 0j ³  может 

служить неявное условие: 
1

1 1( )ku e+F £  

где 1 0e >  — заданная точность выполнения ограничения (3). 
Расчет внешних итераций по индексу 0k ³  проводится до первого вы-

полнения условия: 
( ) ( )1

0 2 0
k Iu ue+F + £ F , 

где 2 0e >  — заданная точность улучшения допустимого управления. В 
этом случае строится новая задача (14), (15), (3) для улучшения получен-
ного расчетного управления, рассматриваемого как Iu , и итерационный 
алгоритм повторяется. При этом в качестве начального приближения 
управления 0u VÎ  при 0k =  для итерационного процесса (17)–(19) вы-
бирается полученное расчетное управление. 
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Если улучшения управления в указанном смысле не происходит, то 
численный расчет задачи о неподвижной точке (14), (15), (3) проводится 
до выполнения условия: 

1
3( )

k k
C T

u u e+ - £ , 

где  3 0e >  — заданная точность расчета задачи о неподвижной точке. На 
этом построение и расчет последовательных задач улучшения управления 
заканчиваются. 

В результате получаем релаксационную последовательность управле-
ний ku VÎ , удовлетворяющих ограничению (3) с заданной точно-
стью 1 0e > . 

В рассматриваемой схеме реализации для решения задачи (17)–(19) 
можно использовать другие известные методы. В частности, двухшаго-
вый итерационный процесс при 1j ³  с двумя начальными приближения-
ми 0l  и 1l ,  являющийся  аналогом метода секущих [6]: 

1( ) ( ( ) ( ( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( )))k I I k j k I k
U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta l+ = + + , t TÎ , 

( )
( ( , , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ,

k
I k j k I

u t

I k j k I k k I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

l

l

D =

= + -
 

1
1 1

11
1 1

( )
( ) ( )

j j
j j k

k k u
u u
l ll l

-
+ +

+

-
= - F

F -F
. 

Альтернативный подход к решению задачи (14), (15), (3) основывается 
на ее эквивалентном представлении в форме задачи о неподвижной точке 
относительно вектора ( , )u l : 

( ) ( ( ) ( ( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( )))I I I
U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta l= + + , t TÎ ,    (21) 

( ) ( ( , , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ,

I I
u t

I I I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

l

l

D =

= + -           
 (22) 

( , )G ul l= .    (23) 
Тогда для ее решения можно использовать соответствующие аналоги 

известных методов  последовательных приближений и их модификаций 
[6]. В частности, метод простой итерации при 0k ³ : 

1( ) ( ( ) ( ( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( )))k I I k k k I k
U uu t P u t H p t u u x t u u t t s ta l+ = + + , t TÎ , 

( )
( ( , , , ), ( , ), ( ), )

( ( , , , ), ( , ), ( ), ) ( ), ( ) ( ) ,

k
I k k k I

u t

I k k k I k k I
u

H p t u u x t u u t t

H p t u u x t u u t t s t u t u t

l

l

D =

= + -
 

1 1( , )k k kG ul l+ += . 

При 0k =  задаются начальное управление 0u VÎ  и начальный мно-
житель 0 Rl Î . 
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Расчет итерационным алгоритмом задачи о неподвижной точке (21)–
(23) проводится до первого одновременного  выполнения условий: 

1
1 1( )ku e+F £ , 

( ) ( )1 1 1
2, ,k k k IL u L ul e l+ + ++ < , 

где 1 0e > , 2 0e >   — заданные точность выполнения ограничения и точ-
ность улучшения управления соответственно. В этом случае строится но-
вая задача о неподвижной точке (21)–(23) для полученного расчетного 
управления и итерационный алгоритм повторяется. При этом в качестве 
начального приближения управления 0u VÎ  для итерационного процесса 
выбирается полученное расчетное управление. 

Если улучшения в указанном смысле не происходит, то численный 
расчет задачи о неподвижной точке (21)–(23) проводится до одновремен-
ного выполнения условий: 

1
1 1( )ku e+F £ , 

1
3( )

k k
C T

u u e+ - £ , 

где  3 0e >  — заданная точность расчета задачи о неподвижной точке. На 
этом построение и расчет последовательных задач улучшения управления 
заканчивается. 

Для анализа условий сходимости итерационных процессов можно 
применить известный принцип возмущений аналогично работе [4]. Ос-
новным условием сходимости указанных выше итерационных процессов 
является выполнение свойства «сжимания» [6] для оператора правой час-
ти задачи о неподвижной точке. Для сходимости процессов большое зна-
чение имеет выбор функции ( , )G ul  и выбор начального приближения 

0 Rl Î  множителя Лагранжа, которые определяются свойствами конкрет-
ной задачи (1)–(3). 

Принципиальную возможность сходимости релаксационной последо-
вательности управлений к оптимальному решению можно обосновать на 
основе достаточных условий существования минимизирующей последо-
вательности управлений в задачах с ограничениями аналогично работе 
[7]. 

 
4. Пример 

В качестве иллюстрации приводится простой пример улучшения до-
пустимого управления методом неподвижных точек. 

Рассматривается задача оптимального управления с терминальным ог-
раничением-равенством: 

( ) ( )x t u t=& , (0) 0x = , ( )u t RÎ , [0,1]t TÎ = ,   (24) 
2 2

0 ( ) ( ( ) ( )) inf
u V

T

u x t u t dt
Î

F = - ®ò ,  (25) 



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2018/2

 

 38 

1( ) (1) 0u xF = = .   (26) 
Поставим задачу улучшения допустимого управления 0Iu = , которо-

му соответствует решение ( , ) 0Ix t u = , t TÎ  и значение функционала 

0 ( ) 0IuF = . 
Рассмотрим вспомогательную задачу на основе регулярного функцио-

нала Лагранжа: 
2 2( , ) ( ( ) ( )) (1) inf

u V
T

L u x t u t dt xl l
Î

= - + ®ò , RlÎ . (27) 

Функция Понтрягина и модифицированная дифференциально-
алгебраическая сопряженная система в задаче Лагранжа (24), (27) имеют 
следующий вид: 

( ) 2 2, , ,H p x u t pu x u= - + , 

( ) 2 ( ) ( )p t x t r t= -& , ( )1p l= - , 
2 2( ) ( ) ( 2 ( ) ( ))( ( ) ( ))y t x t x t r t y t x t- + = - + - . 

После преобразований модифицированная сопряженная система при-
нимает  форму: 

( ) ( ) ( )p t x t y t= +& , ( )1p l= - . 
Условия улучшения доступного Iu VÎ  при 0a >  в форме задачи о 

неподвижной точке в вспомогательной задаче (24),(27) имеют вид: 
( ) ( ) ( ( , , , ) 2 ( ))I Iu t u t p t u u u s ta l= + + + , 

2 2( , , , )( ( ) ( )) ( ) ( ( ))
( ( , , , ) 2 ( ) ( ))( ( ) ( )).

I I I

I I I

p t u u u t u t u t u t
p t u u u t s t u t u t

l

l

- + - =

= + + -
 

После преобразования и присоединения ограничения-равенства задача 
улучшения управления принимает вид: 

( ) ( ) ( ( , , , ) ( ) ( ))I I Iu t u t p t u u u t u ta l= + + + , 
(1, ) 0x u = . 

Для заданного управления 0Iu =  получаем систему уравнений: 
( ) ( ( , , , ) ( ))Iu t p t u u u ta l= + ,   (28) 

(1, ) 0x u = .      (29) 
Краевая задача, эквивалентная системе (28),(29), имеет вид: 

( ) ( )x t u ta=& , (0) 0x = , (1) 0x = , 
( ) ( )p t x t=& , 

( ) ( ( ) ( ))u t p t u ta aa= + . 
При этом множитель Лагранжа определяется соотношением 

( )1pl = - . 
При 1a =  краевая задача допускает единственное решение ( ) 0x t = , 
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( ) 0p t = , t TÎ  с выходным управлением ( ) 0u ta = , t TÎ . 
При 1a ¹  краевая задача принимает эквивалентную форму: 

( ) ( )
1

x t p ta
a

=
-

& , (0) 0x = , (1) 0x = , 

( ) ( )p t x t=& . 
Проводя анализ уравнения второго порядка: 

( ) ( ) 0
1

x t x ta
a

+ =
-

&& , (0) 0x = , (1) 0x = , 

несложно показать, что при 
2 2

2 2 1
k

k
p

p
a

-
= , 1k ³  кроме нулевого решения 

существуют ненулевые решения краевой задачи: 

( ) sinx t C k tp= , ( ) cosCp t k t
k

p
p

= - , t TÎ , 0C ¹  

с выходными допустимыми управлениями ( ) cosu t Ck k ta p p= , t TÎ . 
Указанные выходные управления, согласно (16), обеспечивают строгое 

улучшение управления 0Iu =  с оценкой 
2

2 2 2 2 2 2
0 ( ) ( 1) cos ( 1)

2
I

u
T

Cu C k k tdt ka p p pD F £ - - = - -ò . 

 
Заключение 

Предлагаемый подход неподвижных точек на основе вспомогательной 
задачи с регулярным функционалом Лагранжа основывается на представ-
лении условий улучшения допустимого управления в форме задачи о не-
подвижной точке конструируемого оператора управления. 

Выделим отличия предлагаемого подхода от известных подходов. 
Известный метод Лагранжа основывается на поиске управлений, удов-

летворяющих необходимым условиям оптимальности в задаче с ограни-
чениями, представляемых с помощью обобщенного функционала Ла-
гранжа. 

Предлагаемый подход неподвижных точек состоит в построении ре-
лаксационной последовательности допустимых управлений на основе 
системы условий улучшения управления в вспомогательной задаче без 
ограничений с регулярным функционалом Лагранжа, дополненных усло-
виями удовлетворения ограничений с помощью выбора  множителя Ла-
гранжа. 

Разработанная форма системы условий улучшения управления в виде 
задачи о неподвижной точке позволяет применить теорию и методы не-
подвижных точек для построения релаксационных последовательностей 
допустимых улучшающих управлений, обладающих принципиальной 
возможностью сходимости к оптимальным решениям задач  оптимально-
го управления с ограничениями. 
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In the article we consider a new approach to solving optimal control problems with 
constraints based on construction and solution of a system of conditions for improv-
ing control in the form of a fixed point problem for control operator. To construct 
these conditions we apply the transition to an auxiliary problem without restrictions 
and with a regular Lagrange functional. Iterative algorithms for successive control 
improvement are constructed on the basis of a fixed point problem. We illustrate 
this approach by an example. 
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