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При распространении электромагнитных волн в волноводах важное значение 
имеет постановка краевых задач,  решение которых приводит к получению 
дисперсионных уравнений, имеющих важное практическое значение. Анализ 
дисперсионных уравнений позволяет выявить закономерности распростране-
ния электромагнитных волн в волноводах и на их основе разработать различ-
ные приборы сверхвысокочастотного диапазона. Проблема исследования зна-
чительно усложняются, если волновод заполнен гиротропной средой. В на-
стоящее время отсутствует полная математическая модель распространения 
электромагнитных волн в гиротропных эллиптических волноводах, которая 
включает в себя уравнения Гельмгольца, выражения для поперечных компо-
нент и граничные условия.  
В настоящей работе на основе общих выражений для произвольно 
намагниченных регулярных гиротропных волноводов с обобщенно 
ортогональной криволинейной формой поперечного сечения, полученных 
решением системы дифференциальных уравнений Максвелла, получены 
уравнения Гельмгольца для эллиптических волноводов, заполненных 
продольно и поперечно намагниченным ферритом. Полученные уравнения 
дополняют теоретическую базу для электродинамического анализа 
гиротропных эллиптических волноводов. 
Ключевые слова: электромагнитная волна; гибридная волна; гиротропный эл-
липтический волновод; тензор магнитной проницаемости; продольное намаг-
ничивание; эллиптическое намагничивание; гиперболическое намагничива-
ние; уравнение Максвелла; коэффициенты Ламэ; уравнение Гельмгольца. 
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Введение 
В технике сверхвысоких частот широко используются неметалличе-

ские магнитные материалы — ферриты. Многочисленные приборы, ис-
пользующие эти материалы, выполняют функции невзаимных (вентили, 
циркуляторы) или быстро управляемых (модуляторы, переключатели, 
фазовращатели) линейных устройств [1]. При этом обычно 
ограничиваются рассмотрением прямоугольных и круглых волноводов, 
заполненных намагниченным ферритом (гиротропной средой), служащих 
основой разработки ферритовых приборов сверхвысокочастотного 
диапазона [2-4]. Гиротропные волноводы с эллиптической формой 
поперечного сечения, как правило, не рассматриваются или 
рассматриваются фрагментарно. 

Исследования эллиптических волноводов, которые лишены недостат-
ков, свойственных круглым [5], начались позднее прямоугольных и круг-
лых, что связано с трудностями теоретического анализа распространения 
электромагнитных волн в таких волноводах. 

На практике при анализе распространения электромагнитных волн в 
гиротропных волноводах рассматриваются случаи продольного и попе-
речного намагничивания. При продольном намагничивании  направление 
распространения электромагнитной волны в волноводе и направление 
постоянного внешнего магнитного поля совпадают, а при поперечном — 
перпендикулярны. Поперечное намагничивание делится на нормальное и 
касательное. В этом случае направление внешнего постоянного намагни-
чивающего феррит магнитного поля совпадает с одним из поперечных 
координатных линий выбранной системы координат.  

Целью настоящей работы является вывод уравнений Гельмгольца гиб-
ридных волн в продольно и поперечно намагниченных гиротропных эл-
липтических волноводах. Рассматриваются процессы, гармонические во 
времени, без наведенных токов и зарядов. Потерями в стенках волновода 
пренебрегаем. 

 
1. Уравнения Гельмгольца для гибридных волн типа НЕ 
1.1.  Продольное намагничивание 
В случае, когда внешнее намагничивающее магнитное поле не совпа-

дает ни с одним из координатных осей системы координат, тензор маг-
нитной проницаемости феррита имеет вид [6]: 
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где 332211 ,,,,, mmmkml  — компоненты тензора магнитной проницаемости 
феррита.  

В работе [7] был рассмотрен случай распространения гибридных НЕ 
волн в регулярном обобщенном волноводе, заполненном ферритом, маг-
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нитная проницаемость которого описывается тензором второго порядка 
вида (1), и было получено выражение, позволяющее вывести уравнение 
Гельмгольца для указанных типов волн: 
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ZHH =3  — продольная, 1H и 2H  — поперечные компоненты магнитного 
поля; j  — мнимая единица; g  — постоянная распространения; 1h , 2h  — 
коэффициенты Ламэ; 1q  , 2q  — обобщенные поперечные координаты; 

1
12Г , 2

21Г  — символы Кристоффеля; w  — циклическая частота; e — ди-
электрическая проницаемость феррита. 

Единственным требованием к формуле (2) является ортогональность 
поперечных координат. В дальнейшем под обобщенным волноводом под-
разумевается, что поперечные размеры имеют ортогональную форму. 

Для продольного намагничивания дивергенция магнитной индукции 
B  примет вид [8]: 

  03||32211 =--+= HjkEHHBdiv gmwemdmd                 (3) 
Для регулярных волноводов с эллиптической формой поперечного се-

чения символы Кристоффеля 1
12Г  и 2

21Г , коэффициенты Ламэ ih , опера-
торы id , iÑ , 11D , 22D , 12D  имеют вид [8]: 
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где e  — фокусное расстояние эллипса; jx 222 cos-= chd ; jx ,  — 
поперечные координаты эллиптической системы координат. 

При продольном намагничивании компоненты тензора  магнитной 
проницаемости феррита (1) примут вид [6]: 
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0,0,, 2211||33 ¹===== kmlmmmmm .                (5)  
Подставив выражения (3),  (4),  (5)  в формулу (2),  и,  учитывая,  что 
x=1q , j=2q  получим уравнения Гельмгольца гибридных волн типа НЕ 

в гирототропном продольно-намагниченном эллиптическом волноводе  
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1.2. Эллиптическое намагничивание 
При касательном (эллиптическом) намагничивании компоненты тензо-

ра магнитной проницаемости феррита (1) примут вид [6]: 
||mm =22 ; mmm == 3311 ; 0== mk ; 0¹l .                          (7) 

С учетом (7) формула (2) для случая касательного намагничивания 
примет вид: 

( ) 02
1

2
22112211 =+-+++ ZZZ HlHjHHjHH emwewddgDD .   (8) 

Компоненты электромагнитного поля регулярного обобщенного гиро-
тропного волновода, заполненного касательно намагниченным ферритом, 
имеет вид [8]: 
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где 1E , 2E — поперечные компоненты электрического поля; ZEE =3 — 
продольная компонента электрического поля; 222 gemw -=a ; 

2
||

22 gemw -=b . 
Подставив 1H и 2H из формулы (9) в формулу (8),  и, применив (4) по-

лучим уравнение Гельмгольца гибридных НЕ-волн для гиротропных эл-
липтически намагниченных эллиптических волноводов: 
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1.3. Гиперболическое намагничивание 
При нормальном (гиперболическом) намагничивании компоненты тен-

зора магнитной проницаемости феррита примут вид [6]: 
||11 mm = ; mmm == 3322 ; 0== lk ; 0¹m .                     (11) 

С учетом (11) формула (2) для случая нормального намагничивания 
примет вид: 

( ) 02
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22112211 =+-++D+D ZZZ HmHjHHjHH emwewddg .   (12) 

Компоненты электромагнитного поля регулярного обобщенного гиро-
тропного волновода, заполненного нормально намагниченным ферритом, 
имеет вид [8]: 
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Подставив 1H и 2H из формулы (13) в формулу (12),  и, применив (4) 
получим уравнение Гельмгольца гибридных НЕ-волн для гиротропных 
гиперболически намагниченных эллиптических волноводов:  
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2. Уравнения Гельмгольца для гибридных волн типа ЕН 
2.1. Продольное намагничивание 
В работе [7] было получено выражение, позволяющее вывести уравне-

ние Гельмгольца для гибридных ЕН волн в регулярном обобщенном вол-
новоде, заполненном ферритом, магнитная проницаемость которого опи-
сывается тензором второго порядка вида (1): 
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Для продольного намагничивания дивергенция напряженности элек-
трического поля E  примет вид [7] 

.02211 =-+= ZEjEEEdiv gdd                             (16) 
Подставив выражения (4),  (5),  (16)  в формулу (15),  и,  учитывая,  что 
x=1q , j=2q  получим уравнения Гельмгольца гибридных волн типа ЕН 

в гирототропном продольно-намагниченном эллиптическом волноводе  
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2.2. Эллиптическое намагничивание 
С учетом (7) формула (15) для касательного намагничивания будет 

иметь вид: 
( ) .0||

2
2||22||1122||11 =+-++D+D ZZZZ EHlEEjEE memwdwmdmmdgmm  (18) 

Подставив 1H и 2H из формулы (9) в формулу (8),  и, применив (4) по-
лучим уравнение Гельмгольца гибридных НЕ-волн для гиротропных эл-
липтически намагниченных эллиптических волноводов: 

 
Подставив 1Е и 2Е из формулы (9) в формулу (18), и применив (4), по-

лучим уравнение Гельмгольца гибридных ЕН-волн для гиротропных эл-
липтически намагниченных эллиптических волноводов: 
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2.3. Гиперболическое намагничивание 
С учетом формулы (11) выражение (15) для касательного намагничи-

вания примет вид: 
( ) 0||

2
1||2211||2211|| =++++D+D ZZZZ EHmEEjEE memwdwmmddmgmm .(20) 

Подставив 1H и 2H из формулы (13) в формулу (12),  и, применив (4) 
получим уравнение Гельмгольца гибридных НЕ-волн для гиротропных 
гиперболически намагниченных эллиптических волноводов:  
 

Подставив 1Е и 2Е из формулы (13) в формулу (18), и применив выра-
жение (4), получим уравнение Гельмгольца гибридных ЕН-волн для гиро-
тропных гиперболически намагниченных эллиптических волноводов:  
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Заключение 

Основные выводы: 
1) Выведены в аналитическом виде уравнения Гельмгольца гибрид-

ных волн типа НЕ и ЕН для продольно, эллиптически и гиперболически 
намагниченных гиротропных эллиптических волноводов.  

 Постановка и последующие решения краевых задач для полученных 
уравнения Гельмгольца дают возможность построения полной математи-
ческой модели распространения электромагнитных волн в гиротропных 
эллиптических волноводах. 

2) Математическая модель позволит провести полноценный  теоре-
тический анализ распространения электромагнитных в гиротропных эл-
липтических волноводах, который находится в начальной стадии, и со-
ставить основу для экспериментальных исследований. 
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In the propagation of electromagnetic waves in waveguides, the formulation of 
boundary value problems is of great importance, the solution of which leads to the 
derivation of dispersion equations of great practical importance. Analysis of disper-
sion equations makes it possible to reveal the patterns of propagation of electro-
magnetic waves in waveguides and on their basis to develop various instruments of 
the microwave range. The problem of research is considerably complicated if the 
waveguide is filled with a gyrotropic medium. There is currently no complete 
mathematical model of the propagation of electromagnetic waves in gyrotropic el-
liptical waveguides, which includes the Helmholtz equations, the expression for the 
transverse components and boundary conditions. 
In this paper, on the basis of general expressions for arbitrarily magnetized regular 
gyrotropic waveguides with a generalized orthogonal curvilinear cross-sectional 
shape obtained by solving a system of Maxwell differential equations, the Helm-
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holtz equations for elliptical waveguides filled with longitudinally and transversely 
magnetized ferrite are obtained. The obtained equations supplement the theoretical 
basis for the electrodynamic analysis of gyrotropic elliptical waveguides. 
Keywords: electromagnetic wave; hybrid wave; gyrotropic elliptical waveguide; 
magnetic permeability tensor; longitudinal magnetization; elliptical magnetization; 
hyperbolic magnetization; Maxwell equation; Lame coefficients; Helmholtz equa-
tion. 
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