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В статье рассматриваются вопросы, связанные с устойчивостью решения об-
ратных задач, относительно точного задания граничных условий. В практиче-
ских приложениях, как правило, теоретический вид функциональной зависи-
мости граничных условий вид не определен или неизвестен, а также присут-
ствуют случайные погрешности измерений. Исследования показали, что это
приводит к существенному снижению точности решения обратной задачи. С
целью повышения точности решения обратных задач предложено уточнять
функциональный вид граничных условий с помощью распознавания вида ма-
тематической модели зависимости с последующей аппроксимацией этой
функцией поведения физической величины на границе. Восстановление вида
зависимости выполнено методом распознавания на основе обратного отобра-
жения. Приведены модельные примеры реализации в условиях присутствия
аддитивных случайных погрешностей измерений и неизвестного вида зави-
симости граничных условий.
Ключевые слова: обратная задача; распознавание; функциональная зависи-
мость; модель; обратная функция; выборка; дисперсия; аппроксимация.

Введение
Исследование так называемых обратных задач, когда исходя из неко-

торых характеристик физического поля необходимо восстановить харак-
теристики самой среды, которая порождает это поле, можно описать опе-
раторным уравнением 1-го рода:

.Au f=
Трудности, возникающие при исследовании таких уравнений, связаны,

главным образом, с неограниченностью обратного оператора А и отсутст-
вием непрерывной зависимости решения от правой части (неустойчивость
или некорректность задачи).
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В этих условиях обычные методы, используемые для приближенного
решения корректных задач, оказываются, как правило, непригодными.
Для эффективного решения неустойчивых задач к настоящему времени
созданы специальные регулярные методы, основанные на замене исход-
ной некорректной (неустойчивой) задачи задачей или последовательно-
стью задач, корректных в обычном смысле [1].

В статье рассматриваются вопросы, связанные с устойчивостью реше-
ния обратных задач относительно правильного задания граничных усло-
вий. Возможные ошибки возникают из-за неточного задания вида функ-
циональных зависимостей, описывающих граничные условия, а также
наличия случайных погрешностей измерений.

В качестве примера рассматривается обратная задача для уравнения
теплопроводности с ненулевыми граничными условиями [2]. Граничные
условия заданы приближенно с некоторой погрешностью, поэтому опре-
деление вида функциональной зависимости в них имеет большой практи-
ческий смысл. Как показывает практика, достаточно некоторой ошибки в
начальных данных для нарушения устойчивости решения задачи.

В результате проведенные эксперименты показывают неустойчивость
решения рассматриваемой обратной задачи относительно ошибок в гра-
ничных условиях. Причиной неустойчивости является неопределенный
вид функциональной зависимости.

Для повышения точности решения обратной задачи рассмотрим под-
ход, основанный на уточнении функционального вида граничных усло-
вий. Это можно сделать с помощью распознавания вида математической
модели зависимости с последующей аппроксимацией этой функцией по-
ведения физической величины на границе [3–7].

1. Постановка задачи
Рассмотрим задачу

2
1 1

2

( , ) ( , )u x t u x t
t x

¶ ¶
=

¶ ¶
; 20 x x£ £ , 0t ³ ,                        (1)

2
2 2

2

( , ) ( , )u x t u x t
t x

k¶ ¶
=

¶ ¶
; 2 1x x< £ , 0t ³ ,                    (2)

1( ,0) 0u x = ; 20 x x£ £ ,                                         (3)

2 ( ,0) 0u x = ; 2 1x x£ £ ,                                         (4)

1(0, ) ( )u t f td= ; 0t ³ ,                                            (5)
( ) ( )1 1,u x t tdy= ; 1 20 x x< < , 0t ³ ,                              (6)

1 2 2 2( , ) ( , )u x t u x t= ; 0t ³ ,                                        (7)
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( , ) ( , )u x t u x t
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¶ ¶
; 0t ³ ,                             (8)
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где x — пространственная координата; t — время; ( ),iu x t  — значение
температуры в точке x в момент времени t в i-м слое; 1 2/k k k= ,

1
1

1 1с
l

k
r

= , 2
2

2 2с
l

k
r

= , ic  — теплоемкость в i-м слое, ip  — плотность ма-

териала в i-м слое, il  — коэффициент теплопроводности i-го слоя; fd  —
значение температуры в промежуточной точке 0 , рассчитанные в резуль-
тате эксперимента, при этом если бы мы знали точное значение 0f  темпе-
ратурного распределения в этой точке, то выполнялось бы условие

( ) ( )0f t f td d- £ , d  — погрешность измерений; dy  — значения темпе-
ратуры в промежуточных точках 1x , рассчитанные в результате экспери-
мента, при этом если бы мы знали точное значение 0y  температурного
распределения в этих точках,  то выполнялось бы условие

( ) ( )0t tdy y d- £ , где d  — погрешность измерений.
Требуется, используя исходную информацию fd , dy , d  задачи (1)  –

(8), рассчитать значения ( )2 1,u td , наиболее близкие по норме значениям

( )20 1,u t .
Задача (1)–(8) является некорректно поставленной и требует специаль-

ного решения [1; 8–10]. Ее решение подробно рассматривалось в [2].
В результате была получена точная по порядку оценка

2
2 220

2 20 2 2
(1, ) 1(1, ) (1, ) (1, ) 2 lnu tu t u t v t l
xe e e

-¶
- + - £

¶
.

2. Численная реализация
Рассмотрим численную реализацию решения задачи (1)–(8).
Для получения исходных данных рассмотрим прямую задачу, считая,

что знаем значение функции ( )tf  при x = 1, решая эту задачу операцион-
ными методами, получим, что решение будет определено при 1 1x x= ¹

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1

1
1 0 1

1 0

, 2 1 sink k t k

k
u x t t k x e e dp p ty p p f t t

¥
+ -

=

= = -å ò .

Возвращаясь к обратной задаче (1)–(8), для приближенного вычисле-
ния (1, )u t  будем использовать формулу Тейлора

2
1 1 1 1 1

1(1, ) ( , ) ( , )(1 ) ( , )(1 ) .
2x xxu t u x t u x t x u x t x k» + - + -

Зафиксируем момент времени t , тогда для этого момента будем иметь

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
1 1 1 1 1

11, , , 1 , 1
2x xxu t u x t u x t x u x t x k» + - + - ,

или
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
0 1 1 1 1

11, , 1 , 1
2x xxu t t u x t x u x t xy k» + - + - .

Теперь задача свелась к определению ( )1,xu x t  и ( )1,xxu x t , используя
уравнение теплопроводности, начальное и граничные условия.

Для определения значения ( )1,xu x t  воспользуемся той же формулой
Тейлора,  но будем рассматривать ее в окрестности нуля и только до пер-
вого порядка: ( ) ( ) ( ), 0, 0, .xu x t u t u t x» +  Чтобы найти значение в точке

1x , будем иметь
( ) ( ) ( )1 1, 0, 0,xu x t u t u t x» + ,

откуда ( )
( ) ( )1

1

, 0,
0,x

u x t u t
u t

x
-

» . Это — производная в нуле. Если счи-

тать, что значения функции в точках 0x =  и 1x x=  соединены отрезком,
то очевидно, что вдоль всего этого отрезка производная функции u  по-
стоянна. Значит, можно положить:

( )
( ) ( )1

1
1

, 0,
,x

u x t u t
u x t

x
-

» .

Из граничных условий задачи сразу же вытекает приближенное пред-
ставление первой производной температурного распределения по про-
странственной координате в точке 1x

( ) ( ) ( )0 0
1

1

,x

t f t
u x t

x
y -

» .                                    (9)

Итак, для определения ( )1,xxu x t  воспользуемся данным по условию
уравнением теплопроводности, согласно которому ( ) ( )1 1, ,xx tu x t u x t= ,
если точка 1x  принадлежит отрезку [ ]0;1 .

Далее,  опять же по условию: ( ) ( )1 0,u x t ty» , откуда имеем:

( ) ( )1 0,tu x t ty ¢» . Задача свелась к определению значения ( )0 ty ¢ .
Пусть tD  — шаг по времени. Тогда можно приближенно положить:

( ) ( ) ( )0 0
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y y
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D
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Основная, но легко преодолимая сложность при построении этой по-
следовательности состоит в том, что для вычисления производной в еди-
нице нужно знать значение функции 0y  в следующей точке (1 )t+ D , ко-
торое нам не дано.

Однако наше представление функции 0y  — дискретно. Это означает,
что соседние точки ее графика соединены отрезками, а значит, производ-
ная вдоль всех точек отрезка не меняется. Поэтому положим

( ) ( ) ( )0 0
0

1 1
1

t
t

y y
y

- -D
¢ »

D
,

то есть значения производных в последних двух точках можно считать
равными. Это становится тем более справедливо при уменьшении шага по
времени.

Таким образом, мы завершили построение последовательности при-
ближенного вычисления ( )0 ty ¢ , а значит, и ( )1,tu x t .

Используя формулы (9), (10), осуществим вычисления по формуле

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )20 0
0 1 0 1

1

11, 1 1
2

t f t
u t t x t x

x
y

y y k
æ - ö

¢» + - + -ç ÷
è ø

.        (11)

Если вместо точных значений нам даны приближения, то использова-
ние (11), очевидно, приводит к неверному результату.

3. Нахождение решения при ошибках в начальных данных
Для решения этой проблемы будем поступать следующим образом: по

данному уровню погрешности d  и для данных функций ,fd dy  отыщем
такие функции fd , dy , которые, удовлетворяя условиям невязки:

f fd d- £  и ,dy y d- £  являются наиболее гладкими. Функция явля-
ется тем более гладкой,  чем меньше норма ее производной в рассматри-
ваемом пространстве.

Тем самым приходим к следующим задачам на условный экстремум:

[ ]{ }
22

2 2

0,1
inf ( ) :

Lf L
f t f fd d

Î
¢ - £ ,                               (12)

[ ]{ }
22

2 2

0,1
inf ( ) :

Lf L
t dy y y d

Î
¢ - £ .                               (13)

При этом решения f , y  поставленных задач должны удовлетворять

условиям минимальной невязки: f fd d- £ , dy y d- £ .
Решив поставленные задачи, найдем сглаженный вариант начальных

данных. Затем можно будет использовать алгоритмы экстраполяции для
точных данных.

Так как решение задач (12), (13) осуществляется аналогично, рассмот-
рим решение только задачи (12).  Результат решения задачи (13)  учтем
ниже.
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Рассмотрим задачу (12) на условный экстремум, решать ее будем с ис-
пользованием метода множителей Лагранжа. В данном случае множитель
понадобится всего один: 0a > .

Согласно методу множителей Лагранжа, приходим к задаче:

[ ]{ }
2 22

2 2
20,1

inf ( ) :
L Lf L

f f f t f Ld a
Î

¢- + Î .                     (14)

Целевой функционал, минимум которого ищется, называется сглажи-
вающим. Множитель 0a >  (параметр регуляризации) необходимо выби-
рать в соответствии с некоторым дополнительным условием, позволяю-
щим согласовать a  с погрешностью задания входных данных.  В нашем
случае таким условием станет принцип невязки. Пусть f a

d  — решение
нашей задач на безусловный экстремум.

Принцип невязки для нашего случая сформулируем следующим обра-
зом: пусть выполнены условия fd d> . Если * 0a >  — корень уравнения

2L
f fa
d d d- = ,  то в качестве решения задачи сглаживания возьмем f a

d .

Если же
2L

f fa
d d d- >  при любом 0a > , то в качестве решения возьмем

0 0
lim

a
f fa a
d d® +
= .

Окончательно задача (14)  на данном этапе формулируется так.  Найти

[ ]{ }
2 22

2 2
20,1

inf ( ) :
L Lf L

f f f f t f La
d d a

Î
¢= - + Î , где параметр регуляризации

определяется из условия:
2L

f fa
d d d- = .

Функция *f a
d , удовлетворяющая обоим условиям, будет использовать-

ся как сглаженные исходные данные. Немаловажным является условие

2L
fd d> . Если оно не выполняется по принципу невязки, решением за-

дачи сглаживания будет 0,f a
d =  что, конечно же, нас не устраивает.

Необходимым и достаточным условием решения задачи на экстремум
является уравнение Эйлера, которое получается после приравнивания к
нулю линейной части приращения целевого функционала.

f f fda ¢¢- + = , (0) (1) 0f f= = ,                                 (15)
при условиях

2L
f fa
d d d- = .

Воспользуемся формулой (10) дискретизации второй производной, то-
гда (15) можно переписать в виде:

1 1
2

2k k k
k k

f f f f f
t da + -- +

- + =
D

, 0 0Nf f= = .

Выполнив некоторые преобразования, получаем следующие СЛАУ:
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2 2

1 12 ,k k k k
t tf f f fda a- +

æ öD D
+ - - + = -ç ÷
è ø

_________

1, 1k N= - ,

0 0f = , 0Nf = .

Необходимо найти все kf ,
______

0,k N= .
В матричном виде систему можно записать следующим образом:

Af fd= ,
где матрица A  является квадратной размера ( 1) ( 1)N N+ ´ +  и имеет сле-
дующий вид:

2

2

2

1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 1 0 0 0 0 0 0

0 1 2 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1

t

t
A

t

a

a

a

æ ö
ç ÷

Dç ÷- -
ç ÷
ç ÷Dç ÷- -

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷D

- -ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

K

K

K

M M M M M M M M M M

K

K

.

Правая часть системы — вектор размера ( 1) 1N + ´  и имеет вид:

2

1

2

2

2

1

0

0

N

t f

t ff

t f

d

d
d

d

a

a

a -

æ ö
ç ÷

Dç ÷-
ç ÷
ç ÷Dç ÷-

= ç ÷
ç ÷
ç ÷
ç ÷D
-ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

M

Таким образом, полученная система зависит от параметра a  и имеет
невырожденную квадратную матрицу, значит для каждого a  у нее най-
дется единственное решение.

Для нахождения значений a  необходимо запрограммировать каким-
либо образом вычисление следующей нормы:

2L
f fa
d d- , где f a

d  — ре-

шение нашей СЛАУ в зависимости от a , fd  — исходные возмущенные
данные.
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Для получения нормы разности последовательно друг из друга вычи-
таются соответствующие координаты векторов, исходя из предположе-
ния, что распределения f a

d  и fd  дискретны, затем берется длина резуль-
тирующего вектора как квадратный корень из суммы квадратов коорди-
нат результирующего вектора.

Рассматриваем вычисление a  как корня уравнения
2L

f fa
d d d- =  ме-

тодом «золотого сечения».
Если же уравнение

2L
f fa
d d d- =  корней не имеет,  то a  следует вы-

числять как точку, доставляющую минимум функции
2L

f fa
d d- . При

этом важно следить за тем, чтобы этот минимум оставался строго меньше

2L
fd .  В противном случае задача будет иметь только нулевое решение.

Именно поэтому условимся в дальнейшем, когда возникнет ситуация, что
при любом 0a >  будет выполняться неравенство

2L
f fa
d d d- > , в каче-

стве a  выбирать такое значение, которое доставляет минимум функции

2L
f fa
d d- .  В качестве же d  в этом случае следует выбирать:

20
inf

L
f fa
d da

e d
>

- = > .

В качестве входных данных для численной реализации задачи (1)–(8)
были использованы: шаг по координате ( 0.1xD = ); длина отрезка по ко-
ординате ( 1lx = ); длина отрезка по времени ( 10lt = ); параметр регуляри-
зации ( 0.05a = ); погрешности исходных данных ( 0.01d = , 0.03d = ,

0.05d = , 0.1d = ); исходная функция ( (1, ) tu t te-= ).
При проведении экспериментов были получены следующие результа-

ты на рис. 1–3.
Аппроксимация проводилась с помощью схожих по свойствам моде-

лей: ( )1, 1.1 tu t te-= × ; ( )1, tu t t ea -= × ; ( )1, 3 tu t t a- ×= × .
Результаты вычислений для модели ( )1, tu t te-=  с различными по-

грешностями представлены в таблице 1. Погрешность d распределена по

равномерному закону на интервале ,
2 2
d dæ ö-ç ÷

è ø
.  Основным критерием для

сравнения считается дисперсия квадрата ошибок между точным и при-
ближенным решением.
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Рис. 1. Аппроксимация моделью ( )1, 1.1 tu t te-= ×  (погрешность 01.0=d )

Рис. 2. Аппроксимация моделью ( )1, tu t t ea -= ×
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Рис. 3. Аппроксимация моделью ( )1, 3 tu t t a- ×= ×

Таким образом,  проблемы,  связанные с устойчивостью решения об-
ратных задач относительно правильного задания граничных условий (5) и
(6), могут существенно сказаться на решении задачи. Анализируя полу-
ченные результаты решения задачи (1)–(8), можно сделать вывод, что ре-
шение задачи можно улучшить за счет уточнения зависимостей в гранич-
ных условиях и сглаживания ими результатов измерений.

Таблица 1
№ Погрешность, d Дисперсия ошибок, 2s
1 0,01 0,04
2 0,03 0,07
3 0,05 0,12
4 0,1 0,37

Для идентификации вида зависимостей в граничных условиях (5), (6)
воспользуемся методом распознавания зависимостей на основе обратного
отображения [7]. Результаты апробации на модельных данных, выпол-
ненные методом статистических испытаний, показали достаточно высо-
кую достоверность распознавания. В результате распознавания функцио-
нальных зависимостей ( )tfd , ( )tdy  в граничных условиях (5) и (6) можно
получить более полную картину распространения тепла в материалах и
тем самым повысить точность решения задачи (1)–(8).
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4.  Пример повышения точности численного решения обратной
задачи за счет распознавания зависимостей в граничных условиях

Для наглядности рассмотрим (табл.  2)  некоторый набор моделей за-
данного конечного множества моделей и их обратные преобразования.

Таблица 2
Модель )(tFu j= Обратное преобразование )(1 uFt j

-=

tteu -= )( tW -- , )(×W  – функция Ламберта

tetu ab -=
t

tW )83333,0(2,1 6
5

××-×
-

a

tatu a-×= )ln(
))ln((

t
taW

×
××

-
a
a

kt

eu
÷
ø
ö

ç
è
æ-

-= l1
ln(1 )t kl - -

В процессе применения предлагаемого метода распознается функцио-
нальная зависимость с различными параметрами и производится ее сгла-
живание на рис. 4.

Результаты вычислений для модели tetu ab -=  с аддитивным шумом
01.0=d , 03.0=d , 05.0=d  и 1.0=d  показали, что дисперсия ошибок

2s  составляет соответственно: 0.0015, 0.0027, 0.0035 и 0.008. Подбор оп-
тимальных параметров аппроксимируемой модели выполнялся по сетке в
пределах: ]7.0;3.1[ --=a , ]3.1;7.0[=b  с шагом  0.05.
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Рис. 4. Аппроксимация моделью ( ) 1,05 0,951, tu t t e- ×= ×

Заключение
В статье были рассмотрены вопросы,  связанные с устойчивостью ре-

шения обратных задач относительно правильного задания граничных ус-
ловий. Показано, что наличие случайных погрешностей измерений и не-
правильное задание функциональной зависимости граничных условий
приводят к значительному снижению точности решения обратной задачи.
Для решения этой проблемы предложено предварительно идентифициро-
вать вид функциональной зависимости граничных условий и затем ап-
проксимировать результаты измерений на границе данной моделью. Для
идентификации вида функциональной зависимости можно использовать
метод распознавания, основанный на использовании обратного отображе-
ния.
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The article deals with the issues related to the stability of inverse problems solution
with respect to the exact setting of boundary conditions. In practical applications, as a
rule, the theoretical form of the boundary conditions functional dependence is unde-
fined or unknown, and there are random measurement errors. Studies have shown that
this leads to a significant decrease in the accuracy of the inverse problem solution. In
order to improve the accuracy of solving inverse problems, it was proposed to refine
the functional form of the boundary conditions using the recognition of the form of the
mathematical model of dependence with the subsequent approximation of the behavior
of a physical quantity at the boundary by this function. Restoration of the dependence
form is performed by the recognition method based on the reverse display. We have
given the model examples of implementation in the presence of additive random meas-
urement errors and an unknown form of boundary conditions dependence.

Keywords: inverse problem; recognition; functional dependence; model; inverse
function; sampling; variance; approximation.
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