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Целью исследования данной работы является изучение дифференциальных
уравнений типа Клеро в частных производных первого порядка со специаль-
ной правой частью. Для обыкновенного дифференциального уравнения Клеро
нахождение общего решения не представляет особого труда и подробно опи-
сано в курсах теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Помимо
общего решения, представляющего собой семейство интегральных прямых,
для обыкновенного дифференциального уравнения Клеро существует особое
решение, которое есть огибающая данного семейства. В теории дифференци-
альных уравнений в частных производных существуют дифференциальные
уравнения типа Клеро, которые представляют собой многомерные обобщения
обыкновенного дифференциального уравнения Клеро. Отметим, что для
уравнения в частных производных типа Клеро не всегда существует особое
решение. Настоящая статья посвящена проблеме описания особого решения
уравнений типа Клеро, правая часть которой имеет вид степенной функции от
произведения n-сомножителей.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения в частных производных;
дифференциальные уравнения типа Клеро; особые решения; степенная функ-
ция.
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Введение
Предлагаемая вниманию читателя научная статья посвящена изучению

дифференциальных уравнений в частных производных типа Клеро. Класс
этих уравнений широко известен и подробно описан в курсах теории
обыкновенных дифференциальных уравнений [1–3] и теории дифферен-
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циальных уравнений в частных производных [4–6]. Основные определе-
ния и алгоритм получения общего решения приведен нами для описания
концептуальных положений теории. Общее решение дифференциальных
уравнений типа Клеро в частных производных представляет собой семей-
ство линейных функций, однако поиск особых решений уравнений типа
Клеро привлекает внимание исследователей, так как до сих пор нет еди-
ного алгоритма их получения. В аспекте проблематики нашего исследо-
вания представляют интерес следующие работы [7–10]. Проведенные в
них исследования внесли заметный вклад в развитие подходов к поиску
особых решений уравнений типа Клеро. По-прежнему актуальной остает-
ся проблема поиска особого решения для конкретных функций. Настоя-
щая статья посвящена проблеме нахождения особого решения уравнений
типа Клеро в частных производных, правая часть которого имеет вид сте-
пенной функции от произведения n-независимых переменных.

1 Общие сведения
В теории дифференциальных уравнений в частных производных изу-

чают уравнения вида:
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После приведения подобных получаем систему уравнений:
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Общее решение исходного уравнения (1) получается, когда 0j

i

z
x
¶

º
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,

, 1,2,...,i j n= , следовательно, все ,j jz С=  где jС  — произвольные посто-
янные. Это согласуется с системой уравнений (5). Таким образом, общее
решение уравнения (1) запишем в виде:
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круглых скобках системы (5) обращается в ноль:
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Если система уравнений (7) имеет вещественные решения и величины
iz  выражаются как функции от аргументов 1 2, ,..., nx x x ,  то уравнение (1)

имеет особое решение:
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Здесь для краткости использованы следующие обозначения:
1 2( ) ( , ,..., ),i i nz x z x x x= 1,2,...,i n= . (9)

2 Поиск особых решений
Актуальность поиска особых решений уравнений типа Клеро в част-

ных производных, отмечалась в недавних работах [7; 8]. В своей работе
поиск особых решений будем проводить для функции 1 2( , ,..., )nz z zy
специального вида.

Предположим, что функцию 1 2( , ,..., )nz z zy  можно представить в виде
произведения функций: 1 2 ... nz z z× × ×  в произвольной степени a . Для нача-
ла рассмотрим частные случаи выбора 2,3,4n = , а затем воспользуемся
методом математической индукции и обобщим полученные результаты
для произвольного nÎ¥ .

2.1 Поиск особых решений для функции y в виде произведения
двух сомножителей

Предположим, что функцию y  можно представить в виде произведе-
ния двух сомножителей: 1 2z z×

1 2 1 2( , ) ( ) ,z z z z ay b= × (10)
где ,a b  — произвольные ненулевые вещественные числа. Система (7)
примет вид:
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Выражаем из системы (11) произведение 1 2z z×
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Так же из системы (11) можно найти произведение , 1,2i ix z i× = :

1 1 2 2 1 2( ) .x z x z z z aab× = × = - × (13)
Подставляем (13) в выражение (8), получаем:
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Выражение (14) является особым решением уравнения (1) для случая
2n = . Данный результат является известным и описан в литературе [9].

2.2 Поиск особых решений для функции y в виде произведения
трех сомножителей

Предположим, что функцию y  можно представить в виде произведе-
ния трех сомножителей: 1 2 3z z z× × :

1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) .z z z z z z ay b= × × (15)
Система (7) примет вид:
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Выражаем из системы (16) произведение 1 2 3z z z× ×
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Так же из системы (16) можно найти произведение , 1,2,3i ix z i× = :

1 1 2 2 3 3 1 2 3( )x z x z x z z z z aab× = × = × = - × × (18)
Подставляем (18) в выражение (8), получаем:
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Выражение (19) является особым решением уравнения (1) для случая
3n = . Полученный результат ранее не был описан в литературе и являет-

ся новым.

2.3 Поиск особых решений для функции y в виде произведения
четырех сомножителей

Предположим, что функцию y  можно представить в виде произведе-
ния четырех сомножителей: 1 2 3 4z z z z× × ×

1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( ) .z z z z z z z z ay b= × × × (20)
Система (7) примет вид:
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Выражаем из системы (21) произведение 1 2 3 4z z z z× × ×
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Так же из системы (21) можно найти произведение , 1,2,3,4i ix z i× = :

1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4( ) .x z x z x z x z z z z z aab× = × = × = × = - × × × (23)
Подставляем (23) в выражение (8), получаем:
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Выражение (24) является особым решением уравнения (1) для случая
4n = .  Полученный результат также ранее не был описан в литературе и

является новым.

2.4 Обобщение полученных результатов для функции y в виде
произведения n сомножителей

Для обобщения полученных результатов, рассмотрим случай, когда
функцию y  можно представить в виде произведения n -сомножителей:

1 2 1 2( , ,..., ) ( ... ) .n nz z z z z z ay b= × × × (25)
Система (7) примет вид:
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Выражаем из системы (26) произведение 1 2 ... nz z z× × ×

( )
( )

1
1

1 2
1 2

...... 1 .
n

n n
n n

x x xz z z
a

ab

-æ ö× × ×
ç ÷× × × = -
ç ÷
è ø

(27)

Так же из системы (26) можно найти произведение , 1,2,...,i ix z i n× = :

1 1 2 2 1 2... ( ... ) .n n nx z x z x z z z z aab× = × = = × = - × × × (28)
Подставляем (28) в выражение (8), получаем:
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Выражение (29) является особым решением уравнения (1) для произ-
вольного случая nÎ¥ . Формула (29) является центральным результатом
данной работы и ранее не рассматривалась в литературе.

Заключение
Полученное в данной работе особое решение (29) уравнение типа Кле-

ро в частных производных (1), со специальной правой частью, представ-
ленное выражением (25), по нашему мнению, можно рассматривать как
новый результат в теории дифференциальных уравнений в частных про-
изводных. Заметим, что из найденного особого решения (29), при 2n = ,
следует ранее полученное особое решение в работе [9].  Из этого можно
судить о правильности полученного результата и корректности сделанно-
го обобщения.

Об актуальности полученных в настоящей работе результатов для тео-
рии дифференциальных уравнений в частных производных можно судить
по большому количеству статей, посвященных нахождению особых ре-
шений уравнений типа Клеро (см., например, [7–10]). Однако поиск осо-
бых решений для конкретных функций остается малоразработанным и
представляет собой перспективное направление для дальнейших исследо-
ваний.
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The article is aimed at the study of Clairaut-type differential equations in partial deriva-
tives of the first order with a special right-hand side. Finding a general solution for an
ordinary Clairaut differential equation is not difficult, and it is described in detail in
courses on the theory of ordinary differential equations. In addition to the general solu-
tion, which involves a family of integral lines, there is a special solution for an ordinary
Clairaut differential equation, represented by the envelope of this family. Within the
framework of the theory of differential equations in partial derivatives there are Clair-
aut-type differential equations, which are multidimensional generalizations of an ordi-
nary Clairaut differential equation. Note that for a Clairaut-type partial differential equa-
tion there is no always a special solution. The article is devoted to the problem of the de-
scription of a particular solution for Clairaut-type equations, which right side has the
form of a power function of the product of n factors.
Keywords: partial differential equations; Clairaut-type differential equations; singu-
lar solutions; power function.
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