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В работе для одного класса механических систем, состоящих из системы
взаимосвязанных твердых тел, упруго прикрепленных к балке Тимошенко,
предлагается обобщенная математическая модель, описываемая гибридной
системой дифференциальных уравнений, заданной структуры. Для обобщен-
ной математической модели разработаны теоретические основы исследования
свободных колебаний, в частности, аналитико-численный метод построения
частотного уравнения, основанный на рассмотрении краевой задачи для соот-
ветствующей гибридной системы дифференциальных уравнений. При этом
собственные частоты по существу являются собственными значениями, при
которых существует решение краевой задачи. Приведен расчетный пример,
который показывает достоверность и универсальность предложенного метода
исследования свободных колебаний механических систем, представляющих
собой системы взаимосвязанных твердых тел, прикрепленных упругими свя-
зями к балке Тимошенко.
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Введение
В статье [1] была представлена обобщенная математическая модель

системы взаимосвязанных твердых тел, упруго прикрепленных к балке
Эйлера — Бернулли, в виде гибридной системы дифференциальных урав-
нений (ГСДУ), где под ГСДУ следует понимать систему дифференциаль-
ных уравнений, состоящую как из обыкновенных дифференциальных
уравнений, так и уравнений в частных производных. Обобщенная мате-
матическая модель представляет собой ГСДУ, заданной структуры, и
описывает динамику различных систем взаимосвязанных твердых тел,
прикрепленных упругими связями к балке Эйлера — Бернулли. Для
обобщенной математической модели были разработаны теоретические
основы исследования свободных колебаний. В частности, разработан ана-
литико-численный метод построения частотного уравнения, основанный
на рассмотрении краевой задачи для соответствующей ГСДУ [2].  В [3]
была исследована краевая задач для ГСДУ более общего вида. В работе
[4] на основании вариационного принципа Гамильтона — Остроградского
для механической системы, состоящей из балки Тимошенко с упруго
прикрепленным твердым телом с двумя степенями свободы, получена ма-
тематическая модель в виде ГСДУ,  на основе которой в [5]  произведено
построение частотного уравнения. Отметим, в данном случае ГСДУ, урав-
нения в частных производных отличаются от уравнений в частных
производных, входящих в обобщенную математическую модель, для слу-
чая балки Эйлера — Бернулли [1].

В статье в соответствии с результатами из [1;  2;  4;  5]  предлагается и
исследуется обобщенная математическая модель системы взаимосвязан-
ных твердых тел, упруго прикрепленной к балке Тимошенко в виде
ГСДУ.

1 Обобщенная математическая модель
Обобщенная математическая модель для взаимосвязанных систем

твердых тел, прикрепленных с помощью пружин к балке Тимошенко, в
виде ГСДУ, имеет вид:
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где x  — переменная, описывающая координатную ось, совпадающую с
покоящейся балкой, , 1,ja j n=  — точки закрепления пружин,

, 1,jq j n=  — жесткость j -й пружины, t  — переменная, описывающая
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время, ( )z t  — n -мерная вектор-функция, описывающая смещение при-
крепленных тел; ( , )u x t  — скалярная функция; u  — m -мерная вектор-
функция с компонентами 1 2( , ), ( , ), , ( , )mu a t u a u a t¼ ; ,A B  — заданные, по-
стоянные n n´ -матрицы; C  — заданная, постоянная n m´   матрица;
D  — заданная, постоянная m n´  матрица; id  — n -мерный вектор, со-
ставленный из строк матрицы D , (.)T  — операция транспонирования,

( , )x tb  — функция, описывающая угол сдвига, E  — модуль Юнга, F  —
площадь поперечного сечения балки, G  — модуль сдвига балки, c  —
параметр, характеризующий поперечное сечение балки, I  —  момент
инерции поперечного смещения балки, p  — плотность материала балки.

Отметим, что для любой расчетной схемы (в рамках некоторых допу-
щений) произвольной системы взаимосвязанных твердых тел, прикреп-
ленных к балке Тимошенко, ГСДУ, построенная на основании вариаци-
онного принципа Гамильтона — Остроградского, может быть представ-
лена в виде (1).

На функции ( , )u x t  и ( , )x tb  наложены некоторые граничные условия,
соответствующие условиям закрепления на концах балки:

1 2( (0, ), (0, )) 0, ( ( , ), ( , )) 0u t t u l t l tb bG = G = . (2)

Решение ГСДУ (1) понимается в обобщенном смысле [6], поэтому вве-
дем понятие обобщенного решения ГСДУ, удовлетворяющей условиям
(2).

Рассмотрим множество финитных вектор-функций:

( ) [ ]{ }, , , ,, 0,( ), ( , ), ( , ) : ( ) , ( , ) , ( , )
T n

P PTK z u z C u C Cb b¥ ¥ ¥ ¥¥= × × × × × × Î × × Î × × Î% %% %% % ,     (3)

где { }2( , ) : 0 , 0P x t R x l t T= Î £ £ £ £  — прямоугольник. Назовем
основными вектор-функции из множества (3).

Определение 1. Скалярные функции [ ]2, ,( ) n
o Tz C× Î , 4, 2,( , ) Pu C× × Î  и

3,2,( , ) PCb × × Î назовем обобщенным решением краевой задачи для ГСДУ
(1), если функции ( , )u x t  и ( , )x tb  удовлетворяет граничным условиям
краевой задачи и для любой основной вектор-функции

( )( ), ( , ), ( , )
T

z u Kb× × × × × Î%%%  справедливо
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Представив функции ( )z t , ( , )u x t , ( , )x tb , как ( ) sinz t Z tw= ,
( , ) ( )sinu x t V x tw= , ( , ) ( )sinx t B x tb w= , из системы (1) получим алгебраи-

ческо-дифференциальную систему уравнений (5) относительно ампли-
тудных параметров системы Z , ( )V x , ( )B x :
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(5)
где V — m -мерный вектор с компонентами 1 2( ), ( ), , ( )mV a V a V a¼ .

Граничные условия аналогичные (2) для функции ( )V x  и ( )B x  пере-
пишутся в виде:

1 2( (0), (0)) 0, ( ( ), ( )) 0V B V l B lg g= = . (6)

Определение 2.  Обобщенным решением краевой задачи системы (5)–
(6) будем считать вектор Z  и функции ( )V x , ( )B x , если они удовлетво-
ряют (5)–(6) и для любых допустимых компонентов основной вектор-
функции ( , ), ( , )u x t x tb%% , при любом [ ]0,t TÎ  справедлива система:
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(7)

Теорема 1. Если вектор Z , функции ( )V x  и ( )B x  удовлетворяют (5)–
(6), то для них справедливо:
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где функции ( ), ( )i iG x B x , ( 1,2,..., )i m=  — это обобщенные решения сис-
темы
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    (9)

с краевыми условиями
1 2( ( ), ( )) 0, ( ( ), ( )) 0i i i i i i i iG a B a G l a B l ag g- - = - - = . (10)

Доказательство. Если функции ( )V x  и ( )B x  удовлетворяют системе
(8), тогда выполнение краевых условий (6) для функций ( ), ( )i iV x B x ,
( 1,2,..., )i m=  следует из краевых условий (10), вследствие линейности
выражений из (8) и краевых условий (10).

Если вектор Z , функции ( )V x  и ( )B x  удовлетворяют (5), тогда они
удовлетворяют (7), для любых допустимых  компонент основной вектор-
функции ( , ), ( , )u x t x tb%% .  Также из первого выражения системы (7) следу-
ет
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Используя (8), функции ( )V x  и ( )B x  можно представить как:

10

( ) ( ) ( ( ))) ( )
i m

iT
i i i

i
V x G x q d Z V a dx x d x x

=

= - - -åò (12)

и
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10
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= - - -åò . (13)

В справедливости (8) можно убедиться с помощью подстановки (12) и
(13) в левую часть (19) и во второе выражение системы (15).

Подставив (12) и (13) в левую часть (11), меняя порядок интегрирова-
ния и используя (9), получим
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что равно правой части (11).
Аналогичной подставкой во второе выражение из (7) показывается вы-

полнение равенства. Теорема доказана.

2 Частотное уравнение
Определим условия, при которых существует решение алгебраическо-

дифференциальной системы уравнений (5) с краевыми условиями (6).
Исключим из системы (9) переменные ( )iB x . Для этого продифферен-

цируем второе уравнение из (9) и отнимем от него первое уравнение сис-
темы (9). Полученное соотношение:

2( ) ( )( )i
i

dB x p xG x
dx G GF

w d
c c

= - -

подставим в первое уравнение системы (9). В результате получим
4 22 2 2 4 2
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Заметим решение уравнения (14) понимается в обобщенном смысле.
Если ( )iG x  некоторое обобщенное решение уравнения (14), то при любой
функции ( )xj  из некоторого класса основных функций [6] должно вы-
полняться тождество:
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Используя правило дифференцирования обобщенных функций, пред-

ставим последнее выражение в виде:
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Таким образом, в дальнейшем будем понимать для обобщенного ре-
шения уравнения (14) выполнение тождества (15).

Теорема 2. Обобщенное решение уравнения (14) определяется выра-
жением:

22

2

( )1( ) 1 ( ) i
i i

d G xpG x G x
GFE GF dx
w

c c
æ ö

= - -ç ÷
è ø

, (16)

где функции ( )( ), 1,2,...,iG x i m=  являются обобщенным решением урав-
нения
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Доказательство. Подставив (16) в левую часть выражения (15), после
преобразований получим
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что совпадает с правой частью (15). Теорема доказана.
Отметим, решение уравнения (17) удовлетворяет некоторым краевым

условиям, соответствующим краевым условиям (10) системы (9). Обсуж-
дение нахождения обобщенного решения ( )( ), 1,2,...,iG x i m=  уравнения
(17) при некоторых краевых условиях приведено в [5].

Подставив (16) в первое выражение из (8), получим
22
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1 2

1
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iTi
i i i

i

d G x apV x G x a q d Z V a
GFE GF dx
w

c c=

æ öæ ö -
= - - - -ç ÷ç ÷ç ÷è øè ø
å .   (18)

Далее, подставив последовательно в соотношение (18) значения
, ( 1,2,..., )ix a i m= = , получим систему линейных алгебраических урав-

нений относительно 1 2( ), ( ), ( )mV a V a V a
22

2
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2
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( 1,..., )j m= .
Введем обозначения
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, ( 1,2,..., )i m= .

Используя матричные обозначения, систему (19) запишем в виде
0NZ MV- = , (20)

где M  — матрица размерности m m´ :
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N  — матрица размерности m n´ :
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1 2( ( ), ( ),..., ( ))T
mV V a V a V a=  — m -мерный вектор.

Объединив первое уравнение системы (5) с системой (20), получим
однородную систему линейных алгебраических уравнений относительно

,Z V .
2( ) 0,

0.
A B CD Z CV

NZ MV
wì - + + - =ï

í
- =ïî

(21)

Однородная система алгебраических уравнений (21) имеет нетриви-
альные решения, в случае равенства нулю определителя. Отсюда получим
уравнение собственных частот

2( )
det 0

A B CD C
N M

wæ ö- + + -
=ç ÷

-è ø
. (22)

Собственные частоты в данной постановке по существу являются соб-
ственными значениями, при которых существует решение краевой задачи
(1)–(2).

3 Расчетный пример
Рассмотрим механическую систему (расчетная схема которой приве-

дена на рис.  1),  представляющую собой твердое тело,  прикрепленное с
помощью пружины к балке Тимошенко.

Рис. 1. Балка Тимошенко с прикрепленным упруго твердым телом
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Для расчета и сравнительного анализа были взяты данные из статьи
[9]. Сравнение проводится с методом Numerical Assembly Technique
(NAT). NAT — численный метод, описывающий каждый участок балки
между упругими связями и проводящий их объединение с помощью гра-
ничных условий на краях каждого участка.  Произведенные расчеты пер-
вых четырех собственных частот, приведены в табл. 1.

Таблица 1
Сопоставление методов

1w 2w 3w 4w
NAT 243.8150 643.5531 2513.9003 5573.7283

Предложенный метод 243,8120 643.4553 2513.917  5573.627

Как видно из табл. 1, результаты предложенного метода близки к дан-
ным, взятым из литературы.

Заключение
В статье для механической системы, состоящей из произвольной,

взаимосвязанной системы твердых тел, прикрепленной упругими связями
к балке Тимошенко, предложена обобщенная математическая модель в
виде ГСДУ. Обобщенная математическая модель при некоторых допуще-
ниях относительно расчетных схем описывает широкий класс механиче-
ских систем, представляющих собой системы твердых тел, прикреплен-
ных к балке Тимошенко.  В частности,  в работах зарубежных авторов [7–
13] рассматривались различные варианты систем твердых тел, прикреп-
ленных к балке Тимошенко, которые могут быть описаны, предложенной
обобщенной математической моделью (1). Для исследования свободных
колебаний в приведенных работах каждый раз разрабатываются специ-
альные, ориентированные для этих целей методы или используется метод
конечных элементов. Приведенный расчетный пример показывает досто-
верность и универсальность изложенного в статье подхода к исследова-
нию свободных колебаний механических систем, представляющих собой
системы взаимосвязанных твердых тел, прикрепленных упругими связя-
ми к балке Тимошенко.
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The article proposes a generalized mathematical model described by a hybrid sys-
tem of differential equations of a prescribed structure for one class of mechanical
systems consisting of a system of connected solids, elastically attached to a Ti-
moshenko beam. Theoretical background of the study of free vibrations has been
developed for a generalized mathematical model, in particular, an analytical and
numerical method for constructing a frequency equation based on the consideration
of a boundary value problem for the corresponding hybrid system of differential
equations. In this case, natural frequencies are in fact eigenvalues for which there
exists a solution to a boundary value problem. A calculated example is given that
shows the reliability and versatility of the proposed method for studying free vibra-
tions of mechanical systems, which are systems of connected solids elastically at-
tached to a Timoshenko beam.
Keywords: Timoshenko beam; boundary value problem; mathematical model; solid;
hybrid system of differential equations.
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