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Многие процессы, протекающие в различных экобиологических и физических
системах, описываются взаимосвязанными интегральными уравнениями
Вольтерра I и II рода. Их можно записать в виде системы с тождественно вы-
рожденной матрицей перед главной частью — интегро-алгебраического урав-
нения. В статье исследован класс линейных интегро-алгебраических уравне-
ний, для которого в терминах матричных полиномов сформулированы доста-
точные условия существования единственного непрерывного решения. Отме-
чено принципиальное отличие рассматриваемых задач от интегральных
уравнений Вольтерра I и II рода. Работ по качественной теории интегро-
алгебраических уравнений мало, а численные методы практически не разви-
ты. Так как многие методы, разработанные для численного решения инте-
гральных уравнений Вольтерра, либо принципиально не применимы, либо
приводят к расходящимся процессам. Для выделенного класса задач разрабо-
таны одно- и двухшаговые методы, основанные на модификации методов ти-
па Адамса. В качестве подтверждения эффективности алгоритмов приведены
результаты численных экспериментов.
Ключевые слова: многошаговые методы; интегро-алгебраические уравнения;
квадратурные формулы; аппроксимация; индекс; матричный полином.
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Введение
Интегро-алгебраические уравнения (ИАУ) — это системы интеграль-

ных уравнений типа Вольтерра с тождественно вырожденной матрицей
перед главной частью. В последние годы ИАУ активно используются для
моделирования развивающихся систем (см., например, [2; 9]).

В статье [11] впервые были проведены качественные исследования на
предмет существования и единственности решения ИАУ и предложен
численный метод их решения первого порядка точности. В публикации
[17] было дано понятие индекса (характеристика сложности рассматри-
ваемых задач), по невязке по своей сути аналогичное понятию степени
некорректности для интегральных уравнений Вольтерра I рода [2]. В ра-
ботах [18;  19]  рассмотрено применение методов Рунге — Кутты и поли-
номов наилучшего приближения для численного решения полуявных ин-
тегро-алгебраических уравнений. Есть работы, посвященные качествен-
ному исследованию и численному решению двумерных ИАУ (см. [15;
22])  и ИАУ со слабой особенностью в ядре (см.  [16;  21]).  Кроме того,
ИАУ посвящено несколько разделов монографии [13]. В статье [3] рас-
смотрены ИАУ с переменными пределами интегрирования. Отметим, что
подавляющее число работ посвящено исследованию ИАУ индекса один.
Зачастую методы, разработанные для ИАУ индекса один либо принципи-
ально не применимы для ИАУ индекса два, либо приводят к расходящим-
ся процессам.

Данная статья посвящена построению численных методов решения
ИАУ индекса два и продолжает цикл исследований по численному реше-
нию ИАУ многошаговыми методами (см. [4; 5; 8]).

Постановка задачи
Будем рассматривать систему интегральных уравнений вида
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Предполагается, что элементы )( nn´ -матриц )(tA  и ),( stK  и
n -мерной известной вектор-функции )(tf  обладают необходимой степе-
нью гладкости.

Непрерывную n -мерную вектор-функцию )(tx  будем называть реше-
нием задачи (1), если при ее подстановке уравнение обратится в тождест-
во.

Отметим, что при 0)( ºtA  система (1)  является системой интеграль-
ных уравнений Вольтерра (ИУВ)  I  рода.  Если [ ]1,0,0)(det Î"¹ ttA , то
(1) — это система ИУВ II рода. Если определитель матрицы )(tA  вырож-
дается на дискретном множестве точек [ ],1,0Îjt то (1)  —  это системы
ИУВ III рода.
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Мы рассматриваем случай
,0)(det,)( º¹ tAOtA (2)

 где O  — нулевая матрица.
Системы (1) с условием (2), продолжая классификацию, называют сис-

темами ИУВ IV рода. В первых работах такие задачи называли инте-
гральными аналогами дифференциально-алгебраических уравнений [11]
или вырожденными системами интегральных уравнений Вольтерра [6].
В настоящее время рассматриваемые задачи принято называть интегро-
алгебраическими уравнениями.

При исследовании дифференциально-алгебраических уравнений
В. Ф. Чистяковым было введено понятие индекса, которое можно исполь-
зовать в качестве характеристики сложности выделенного класса задач.

Определение 1.  [12]  Минимальное число m , при котором существует
дифференциальный оператор
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где jW — ( )n n´ -матрицы с непрерывными элементами, такой, что
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 — некоторые матрицы с непрерывными элементами,
причем

]1,0[,0)(det Î"¹ ttA
(

назовем индексом системы (1).
Понятие индекса аналогично понятию степени некорректности для ин-

тегральных уравнений Вольтерра I рода, введенному А. С. Апарциным.
Так, уравнение Вольтерра I рода с ядром [ ]1,0,0),( Î"¹ tttK  имеет индекс
один, а ИУВ I рода с 0),( =ttK , но [ ]1,0,0),(' Î"¹ tttK t , — индекс два [2].

Для получения достаточных условий существования и единственности
непрерывного решения задачи (1) приведем необходимое определение.

Определение 2. [14] Матричный полином
),()()(2 tDtCtB ++ ll

где ( ), ( ), ( )B t C t D t — ( )n n´ -матрицы, имеет простую структуру на отрез-
ке ]1,0[ , если для любого [ ]1,0Ît  выполнены условия:
1) ;)( constrtrankB ==

2) [ ] ;)()( constlrtCtBrank =+=

3) ( ) .0...,)()())()()(det( 0
12

1
2

0
2 ¹++=++ -++ tatatatDtCtB lrlr llll

В работах [7; 14] описаны свойства матричных полиномов, имеющих
простую структуру, и их приложения к исследованию различных классов
уравнений. Приведем наиболее важные из них.



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2019/2

6

Лемма 1. [14] Если матричный полином )()()(2 tDtCtB ++ ll  на отрез-
ке [ ]1,0  имеет простую структуру и элементы матриц )(),(),( tDtCtB  при-
надлежат классу функций [ ],1,0

pC  то существуют невырожденные матрицы

)(tP  и )(tQ  с элементами из [ ]
pC 1,0 , такие, что
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где ( ) ( ),, 1311 tCtC ( ) ( ) ( ) ( )tDtDtDtD 22211211 ,,,  — некоторые блоки подходя-
щей размерности, а rE — единичная матрица размерности .r

Лемма 2. [7] Если матричный полином )()()(2 tDtCtB ++ ll  на отрезке
[ ]1,0  имеет простую структуру, то матрицы ( ) ),(tBtP ( ) ),(tCtP )()( tDtP
имеют блочный вид:
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Здесь ( ) ( ) ( )tDtCtB 111 ,,  — матрицы размерности ),( nr´

( ) ( )2 2,C t D t  — )( nl´ -матрицы, ( )tD3  есть ( )( )nlrn ´-- -матрица.

Существование и единственность решения поставленной задачи
На основе лемм 1 и 2 можно получить условия на входные данные, при

выполнении которых ИАУ (1) индекса два имеет единственное непре-
рывное решение.

Утверждение 1. Пусть для задачи (1) с условием (2)  справедливо:
1) элементы ( ) ( ) [ ] ( ) { } ;2,10,,,, 22

1,0 ³£££=DÎÎ +
D

+ ptsCstKCtftA pp

2) матричный полином ),(),()(2 ttKttKtA t¢++ ll  имеет простую структу-
ру на отрезке [ ];1,0
3) ( ) ( ) ( )[ ];000 fArankArank =

4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 0,0 0 .rank A rank A f A K xé ù¢ ¢= - +ë û
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Тогда на отрезке ]1,0[  задача (1) имеет единственное непрерывное реше-

ние ( )tx  из класса [ ].1,0
pC

Доказательство непосредственно вытекает из равенства

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,
0

tfdssxstKtxttKtAtxtA
t

t ¢=¢++¢+¢ ò              (3)

полученного из (1) дифференцированием по t , лемм 1, 2 и аналогично
доказательству из [7].

Сформулированная теорема носит достаточный характер, прокоммен-
тируем ее условия. Первое условие — гладкость входных данных — яв-
ляется необходимым и используется при проведении доказательства.
Третье и четвертое условия также являются необходимыми,  так как га-
рантируют разрешимость системы в начальной точке. А вот второе усло-
вие носит лишь достаточный характер и гарантирует нам отсутствие син-
гулярных точек в решении. При нарушении этого условия исследование
системы (1) затруднено, так как она может иметь множество решений.
Для иллюстрации рассмотрим два простых примера.

Пример 1. Система
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имеет множество решений
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где c  —  произвольная постоянная.
Выпишем определитель матричного полинома
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Видно, что условие простой структуры нарушено в точке 0=t .
Пример 2. Рассмотрим еще одну систему

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) [ ],1,0,000

,
0

01
00
1

0

Î=¢=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ ¢¢
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
ò

tgg

tg
tg

ds
sy
sx

stty
txt t

которая имеет множество решений
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где c  —  произвольная постоянная.
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Условие простой структуры нарушено, так как ( ) ,1=tArank  а
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В заключение данного пункта опишем сложности численного решения
ИАУ. Рассматриваемые в статье задачи имеют индекс два, то есть система
(1) включает в себя взаимосвязанные ИУВ II рода, ИУВ I рода, имеющих
степень некорректности один и два, что хорошо демонстрирует следую-
щий пример.

Пример 3.
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где ,a ,b  и c  — скалярные параметры. При гладких входных данных это
уравнение имеет достаточно гладкое решение.

Для второй и третьей компоненты имеем ИУВ I рода соответственно

( ) ( )2 2
0

,
t

y s ds f t=ò (4)

( ) ( ) ( ).3
0

3 tfdssyst
t

=-ò     (5)

В работе [1] показано, что простейшие методы, основанные на квадра-
турных формулах правых, левых, средних прямоугольников, а также ме-
тод трапеций являются сходящимися для модельного уравнения (4). При-
менение неявных квадратурных формул порядка выше двух точности
приводит к неустойчивым процессам. Например, в [20] приведены ре-
зультаты применения формул Грегори и Симпсона. Позже в [10] было
показано, что ряд эффективных явных многошаговых методов для мо-
дельного уравнения (5) являются расходящимися для (4).

Обобщая все вышесказанное,  можно заключить,  что построение мето-
дов для численного решения ИАУ индекса два — нетривиальная задача,
так как разработанные алгоритмы должны хорошо справляться с решени-
ем всех трех типов уравнений.
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Численные методы

Зададим на отрезке [ ]1,0  равномерную сетку .1,,...,1,
N
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Опишем, прежде всего, применение явных методов типа Адамса [10; 20] к
построению численных методов решения ИУВ I рода.
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где ( )tgggL jkjkj
j
k ,,...,, 11 +--+  — интерполяционный полином степени k ,

зависящий от параметров ( ) ( ) ( ),,...,,,,, 11 iikjkjkjkj tgtgtg +-+---
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Для 2,1=k  приведем значения коэффициентов li ,1+w , которые явля-

ются линейными комбинациями lb  и lg :
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Здесь при 1=k  первый нулевой столбец опущен, так как при прибли-
женном вычислении интегралов для нечетных значений k коэффициент

00,1 =+iw  [10; 20].
Формула (6) носит название явной квадратурной формулы Адамса.

Методы численного решения ИУВ I  рода,  основанные на (6),  с учетом
обозначений

( ),11 ++ = ii tAA ( ),,1,1 lili ttKK ++ = ( ),11 ++ = ii tff ( )1 1i ix x t+ +»
имеют вид:

.1,...,,1
0

,1,1 -== +
=

++å NkifxKh i

i

l
lliliw (7)
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Вернемся к исходной задаче. Для численного решения (1) предлагается
применять методы, основанные на явной квадратурной формуле Адамса,
поскольку данные методы устойчивы для ИУВ I  рода [10].  Но их непо-
средственное применение приводит к проблемам решения вырожденной
СЛАУ:

.1,...,,1
0

,1,111 -==+ +
=

++++ å NkifxKhxA i

i

l
lliliii w

Приведем модификацию методов Адамса [4]. Будем вычислять первое
слагаемое как значение интерполяционного полинома степени k

( )txxxL ikiki
i
k ,,...,, 11 +--+  в точке 1+= itt .

С учетом вышесказанного предлагаемые методы будут иметь вид:

.1,...,,1
0

,1,1
0

1 -==+ +
=

++
=

-+ åå NkifxKhxA i

i

l
llili

k

j
jiji wa   (8)

Например, одно- и двухшаговые методы имеют вид:

( ) ,2 1
0

,1,111 +
=

++-+ =+- å i

i

l
lliliiii fxKhxxA w

( ) .33 1
0

,1,1211 +
=

++--+ =++- å i

i

l
lliliiiii fxKhxxxA w

Приведем результаты численных расчетов предложенными методами
на нескольких тестовых ИАУ.

Пример 4. Данная система
( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( )

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

-
+

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

ò
-

+-

-

ds
sx
sx
sx

ste
ee

e

tx
tx
tx

ttt
tt t

s

sts

st

3

2

1

0 2

2

3

2

1
32

2

00
0
00

000

1

( )
( ) [ ]1,0,

2

112
1

2

232

22

Î

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

++-+
+++

= -

-

t
t

etette
ettete

ttt

ttt

удовлетворяет всем условиям утверждения 1 и имеет точное решение:
( ) ( ) .2 Tttt eeetx -=

В таблице 2 приведены погрешности вычисления по евклидовой норме
err  и порядок метода p , определенный по формуле

.log
2/

2
h

h

err
errp =
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Таблица 2
Одношаговый метод Двухшаговый методh err p err p

0.2 0.7363 1.95 0.20987 2.62
0.1 0.1903 1.94 0.034186 2.92
0.05 0.0497 1.96 0.00452 2.89

0.025 0.0128 2 0.00061 2.93

Пример 5. [6] Система
( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) [ ].1,0,1,

1
10

00
01

2

1

0 2

1

2

1 Î¹÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
ò td

tf
tf

ds
sx
sx

stdtx
tx t

имеет единственное решение:

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ÷÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç

è

æ

¢¢-¢
-

¢-
-

-
=

tftf
d

tftf
d

tf
tx

21

211

1
1

1
1

при любых ( ) ( ) 2
2

1
1 , CtfCtf ÎÎ , таких, что ( ) ( ) ( )00,00 212 fff ¢== .

Результаты численных экспериментов при ( ) ( ) 2
21 ,1,5 ttfetfd t =-==

приведены в таблице 3.
Таблица 3

Одношаговый метод Двухшаговый методh err p err p
0.2 0.10523 1.86 0.01667 2.76
0.1 0.02893 1.93 0.002459 2.69

0.05 0.00757 1.96 0.00038 1.97
0.025 0.00194 1.06 0.000097 2.01

Результаты численных расчетов показывают, что предложенные мето-
ды являются сходящимися. Обладают порядком точности k .

Заключение
В работе получены достаточные условия, при выполнении которых

существует единственное непрерывное решение интегро-алгебраических
уравнений индекса два. Разработаны численные методы решения на осно-
ве экстраполяции главной части и модификации явной квадратурной
формулы типа Адамса. Эффективность данных алгоритмов подтверждена
на ряде тестовых задач.

В дальнейшем планируется качественное исследование более сложно-
го класса задач и построение методов их численного решения.
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MULTISTEP METHODS FOR NUMERICAL SOLUTION OF INTEGRAL
ALGEBRAIC EQUATIONS OF INDEX-2

Olga S. Budnikova
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Irkutsk State University
6 Nizhnyaya Naberezhnaya St., Irkutsk 664011, Russia
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Mariya N. Botoroeva
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6 Nizhnyaya Naberezhnaya St., Irkutsk 664011, Russia
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Many processes in various eco-biological and physical systems are described by in-
terconnected Volterra integral equations of the first and the second kinds. Such
equations may be written as a system with an identically singular principal part, in
other words, in the form of integral algebraic equation. The article studies the class
of linear integral algebraic equations, for which the sufficient conditions for exis-
tence of a unique continuous solution are formulated in terms of matrix polynomi-
als. The fundamental difference between the problems under consideration and the
Volterra integral equations of the first and the second kinds is noted. There are few
works on the qualitative theory of integral algebraic equations, and numerical
methods for their solution are underdeveloped. Many methods for numerical solu-
tion of Volterra integral equations are not applicable or lead to divergent processes.
We have proposed one- and two-step methods based on modifications of Adams–
Bashforth and Adams–Moulton formulas for the selected class of problems. The re-
sults of numerical experiments confirm the efficiency of the algorithms.
Keywords: multistep methods; integral algebraic equations; quadrature rule; ap-
proximation; index; matrix polynomial.
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