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В данной работе рассматривается множество гиперфункций, которое является
подмножеством множества мультифункций, определенных на двухэлемент-
ном множестве. В качестве оператора замыкания выступает специальным об-
разом введенная операция суперпозиции, при которой множество всех муль-
тифункций образует полный частичный ультраклон ранга 2. Для гиперфунк-
ций, как и для других дискретных функций, интересной является задача их
классификации. Один из вариантов классификации основан  на  принадлеж-
ности функций максимальным клонам. Основной целью работы является
классификация всех гиперфункций относительно принадлежности макси-
мальным частичным ультраклонам. Отношение принадлежности максималь-
ным частичным ультраклонам является отношением эквивалентности и поро-
ждает соответствующее разбиение на классы эквивалентности. С помощью
компьютерных вычислений и путем выявления специальных свойств гипер-
функций получено полное описание всех классов эквивалентности, общее
число которых равно 28.
Ключевые слова: мультифункция; булева функция; клон; максимальный
клон; частичный клон; мультиклон; суперпозиция; подмножество функций;
классификация функций; базис.
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Введение
В последние десятилетия активно исследуются мультифункции. Под

мультифункцией на k-элементном множестве A понимается функция, оп-
ределенная на множестве A и принимающая в качестве значений его под-
множества. Очевидно, что суперпозиция в обычном смысле при работе с
мультифункциями не подходит. Поэтому для них необходимо дать новое
определение суперпозиции. Обычно рассматривается два способа опреде-
ления суперпозиции: в основе первого лежит объединение подмножеств

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 18-31-00020.
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множества A, и в этом случае замкнутые множества, содержащие все про-
екции, называются мультиклонами, а в основе второго — пересечение
подмножеств множества A, и замкнутые множества, содержащие все про-
екции, называются частичными ультраклонами. Множество мультифунк-
ций на A, с одной стороны, содержит в себе все функции k-значной логи-
ки, а с другой — является подмножеством функций k2 -значной логики с
суперпозицией, сохраняющей это подмножество.

В теории функций интересной является задача классификации. Одним
из известных вариантов классификации функций k-значной логики явля-
ется тот, при котором функции в замкнутом подмножестве B замкнутого
множества M могут быть разбиты согласно их принадлежности предпол-
ным в M классам.  В данной работе в роли подмножества B выступает
множество всех гиперфункций на двухэлементном множестве, а в качест-
ве множества M  — множество всех мультифункций на двухэлементном
множестве, и при этом предполными классами являются максимальные
частичные ультраклоны. Используя разбиение на классы эквивалентности
по отношению принадлежности максимальным классам, можно оценить
мощности всевозможных базисов и описать все типы базисов.

Отметим, что классы эквивалентности и типы базисов для различных
множеств функций k-значной логики изучались, например, в  [4; 5; 6; 7].

1 Основные понятия и определения
Пусть { }1,0=E  и { } { } { }{ }1,0,1,0,Æ=F . Определим следующие мно-

жества функций:
{ }FEffP n

n ®=
-

:|*
,2 , U

n
nPP
--

= **
,22 ,

{ }{ }Æ®=- \:|,2 FEffP n
n , U

n
nPP -- = ,22 ,

{ }{ }{ }1,0\:|*
,2 FEffP n
n ®= , U

n
nPP *

,2
*

2 = ,

{ }EEffP n
n ®= :|,2 , U

n
nPP ,22 = .

Функции из
-
*

2P называются мультифункциями на E, из -
2P  — гипер-

функциями на E, из *
2P  — частичными функциями на E, из 2P  — буле-

выми функциями.
Для того чтобы суперпозиция )),...,(),...,,...,(( 111 nmn xxfxxff  опреде-

ляла некоторую мультифункции ),...,( 1 nxxg  определим значения муль-
тифункции g на наборах из подмножеств множества E.
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пересечение берется, если оно не пусто, в противном случае берется объ-
единение. На наборах, содержащих пустое множество, значение мульти-
функции равно пустому множеству.

Это определение позволяет вычислить значение мультифункции на
любом наборе n

n Faa Î),...,( 1 .
Для упрощения записи договоримся использовать кодировку:

-««««Æ }1,0{,1}1{,0}0{*, .
Константную гиперфункцию, принимающую на всех наборах значение –,

обозначим через -f .
Отметим, что в настоящей работе мы будем придерживаться термино-

логии, принятой в [1; 2], что позволит нам здесь не вводить дополнитель-
ных определений.

В [1] доказано, что максимальными частичными ультраклонами ранга
2 являются только следующие 12 множеств:

1) K1 —  множество,  состоящее из всех мультифункций f, принимаю-
щих на нулевом наборе либо значение 0, либо значение *;

2) K2 —  множество,  состоящее из всех мультифункций f, принимаю-
щих на единичном наборе либо значение 1, либо значение *;

3) K3 — множество, состоящее из всех мультифункций f, для которых
выполняется одно из двух условий:

· *)0~( =f  или *)1~( =f ;

· 0)0~( =f  и 1)1~( =f .
4) K4 — множество, состоящее из всех мультифункций f, таких, что на

любом двоичном наборе a~  выполняется одно из трех условий:
· -== )~()~( aa ff ;

· *)~()~( == aa ff ;

· )~()~( aa ff = , где { }1,0)~( Îaf .
5) K5 — множество, состоящее из всех мультифункций f, таких, что на

любом двоичном наборе a~  выполняется одно из двух условий:
· *)~( =af  или *)~( =af ;

· )~()~( aa ff = , где { }1,0)~( Îaf .
6) K6 = { }*2 È-P ;
7) K7 = *

2P ;
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8) K8 — множество всех мультифункций f, одновременно удовлетво-
ряющих трем условиям:

· если { }1,0)~(),~(),~( Îgba fff , то
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f  где gba ~,~,~  — двоичные наборы, такие,

что { })111(),010(),001(),000()( Îiii gba  для любого { }ni ,...,1Î ;
· если существует двоичный набор a~ , такой, что -=)~(af ,  то для

любого двоичного набора b~  верно 1)~( ¹bf ;

·  пусть двоичные наборы ba ~,~  такие, что ii ba £  для всех

{ }ni ,...,1Î , тогда, если *)~( =af , то *)~( =bf .
9) K9 — множество всех мультифункций f, одновременно удовлетво-

ряющих трем условиям:
· если { }1,0)~(),~(),~( Îgba fff , то
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f  где gba ~,~,~  — двоичные наборы, такие,

что { })111(),101(),011(),000()( Îiii gba  для любого { }ni ,...,1Î ;
· если существует двоичный набор a~ , такой, что -=)~(af ,  то для

любого двоичного набора b~  верно 0)~( ¹bf ;

·  пусть двоичные наборы ba ~,~  такие, что ii ba £  для всех

{ }ni ,...,1Î , тогда, если *)~( =bf , то *)~( =af .
10) K10 — множество всех мультифункций f, сохраняющих предикат:
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10R , где t)(abgd  — всевоз-

можные столбцы, в которых { },*,1,0,,, -Îdgba  одновременно удовле-
творяют двум условиям:

· в любом столбце t)(abgd  среди dgba ,,,  как минимум два при-
нимают значение *;
· в любом столбце t)(abgd , если среди dgba ,,,  встречаются 0 или
1, то все они не равны –.
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11) K11 — множество всех мультифункций f, сохраняющих предикат:
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11R ;

12) K12 — множество всех мультифункций f, сохраняющих предикат:
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12R .

Далее для каждой мультифункции f однозначно определим вектор
принадлежности ),...,()( 121 ttt =f  множествам K1 – K12,  в котором для
всех { }12,...,1Îi  компонента it  равна 0,  если iKf Î ,  и равна 1,  если

iKf Ï .
Отношение принадлежности множествам K1 – K12 является отношением

эквивалентности и порождает разбиение
-
*

2P  на классы эквивалентности.
У мультифункций из одного класса векторы принадлежности множествам
K1 – K12 совпадают. Так как число максимальных частичных ультраклонов
равно 12, то наибольшее возможное число классов эквивалентности равно

122 4096= .
В данной работе найдем число классов эквивалентности, которые со-

стоят только из гиперфункций.

2 Основной результат
В [3]  показано,  что множество булевых функций разбивается на 15

классов эквивалентности относительно принадлежности максимальным
частичным ультраклонам. Поэтому на протяжении всей статьи будем рас-
сматривать только гиперфункции из множества 22 \ PP - . Очевидно, что
каждая гиперфункция принадлежит классу K6 и не принадлежит классу
K7.

Лемма 1. Для любой 22 \ PPf -Î  справедливы утверждения:
1) 5Kf Ï ;

2) если f не является константной гиперфункцией -f , то 10Kf Ï ;

3) 21 KKf ÇÎ  тогда и только тогда, когда 3Kf Î .
Доказательство. 1. Пусть f  — произвольная гиперфункция из

множества 22 \ PP - . Обязательно существует набор a~ , такой, что

-=)~(af . При этом очевидно, что { }-Î ,1,0)~(af . Следовательно,

5Kf Î .2. Пусть f  — произвольная гиперфункция, отличная от константной
гиперфункции -f . Найдутся наборы ba ~,~ , такие, что -=)~(af ,
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,  при этом для всех

{ }ni ,...,1Î  набор t
iiii )( bbaa  принадлежит предикату 10R .

3. Справедливость утверждения следует непосредственно из определе-
ний классов K1, K2, K3.

Лемма доказана.
Лемма 2. Для любой 22 \ PPf -Î  справедливы утверждения:

1) если 8Kf Ï , то 11Kf Ï ;
2) если 9Kf Ï , то 12Kf Ï .

Доказательство. 1. Пусть 8Kf Ï . Предположим, что f не удовлетво-

ряет первому условию в определении класса K8. Найдутся наборы ia~ , где
{ }3,2,1Îi , такие, что столбец t

jjj )( 321 aaa  совпадает с одним из столбцов
tttt )111(,)010(,)001(,)000(  для любого { }nj ,...,1Î и
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для тех k, для которых tt
kkk )010()( 321 =aaa , и 2

kk ab =  для остальных k.
Следовательно, 11Kf Ï .

Теперь предположим, что f  не удовлетворяет второму условию в оп-
ределении класса K8. Найдутся наборы 1~a  и 2~a , такие, что -=)~( 1af  и

1)~( 2 =af . Рассмотрим значение f на единичном наборе. Если
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2. Доказательство аналогично доказательству предыдущего пункта в
силу двойственности.

Лемма доказана.
Лемма 3. Для любой 22 \ PPf -Î  справедливы утверждения:

1) если 1Kf Î , то 9Kf Ï  и 12Kf Ï ;
2) если 2Kf Î , то 8Kf Ï  и 11Kf Ï ;
3) если 21 KKf ÇÎ , то 98 KKf ÈÏ  и 1211 KKf ÈÏ .

Доказательство. 1. Пусть гиперфункция 1Kf Î . Тогда 0)0~( =f , т. е.
существует набор, на котором значение f  равно 0. Поэтому, учитывая
обязательное существование набора, на котором значение функции f рав-
но –, получим, что гиперфункция f  не удовлетворяет второму условию в
определении класса K9. Следовательно, 9Kf Ï  и в силу пункта 2 леммы
2 получим, что 12Kf Ï .

2. Доказательство аналогично доказательству предыдущего пункта в
силу двойственности.

3.  Справедливость утверждения следует из пунктов 1  и 2  настоящей
леммы, а также пунктов 1 и 2 леммы 2.

Лемма доказана.
Лемма 4. Пусть 22 \ PPf -Î . Если 21 \ KKf Î  или 12 \ KKf Î , то

4Kf Ï .
Доказательство. Пусть, для определенности, 21 \ KKf Î . Тогда

0)0~( =f  и { }-Î ,0)1~(f . Покажем, что в каждом случае гиперфункция f

не удовлетворяет условиям в определении класса K4. Если 0)1~( =f , то

)1~()0~(10)0~()1~( ffff ==¹== .  Если же -=)1~(f , то

-¹== 0)0~()1~( ff .  Для случая, когда гиперфункция f  принадлежит
множеству 12 \ KKf Î , доказательство аналогично.

Лемма доказана.
Лемма 5. Для любой 22 \ PPf -Î  справедливы утверждения:

1) если 98 KKf ÇÎ , то гиперфункция f является константной

гиперфункцией -f ;
2) если 1211 KKf ÇÎ , то гиперфункция f является константной

гиперфункцией -f .
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Доказательство. 1. Предположим, что гиперфункция f  не является
константной гиперфункцией -f . Тогда существует набор a~ , такой, что

{ }1,0)~( Î= laf .  При этом обязательно найдется набор, на котором зна-
чение f  равно –. Поэтому если 0=l , то f  не удовлетворяет второму ус-
ловию в определении класса K9,  если же 1=l , то f  не удовлетворяет
второму условию в определении класса K8. Следовательно, либо 9Kf Ï ,
либо 8Kf Ï , что противоречит принадлежности f  множеству 98 KK Ç .

2. Предположим, что гиперфункция f  не является константной гипер-
функцией -f . Из предыдущего пункта получим, что либо 9Kf Ï , либо

8Kf Ï . Далее, используя утверждения леммы 2, получим, что 12Kf Ï
либо 11Kf Ï , что противоречит принадлежности f  множеству

1211 KK Ç .
Лемма доказана.
Лемма 6. Пусть 22 \ PPf -Î . Если 21 KKf ÈÏ  и 4Kf Î ,  то либо

гиперфункция f является константной гиперфункцией -f , либо

121198 KKKKf ÈÈÈÏ .

Доказательство. Так как 21 KKf ÈÏ , то { }-Î ,1)0~(f  и

{ }-Î ,0)1~(f . С учетом того, что 4Kf Î  остаются варианты 1)0~( =f ,

0)1~( =f  и -== )1~()0~( ff . В случае когда 1)0~( =f , 0)1~( =f , также
как и в доказательстве леммы 3, получим, что 121198 KKKKf ÈÈÈÏ .

Если же -== )1~()0~( ff , то либо f является константной гиперфункци-

ей -f  и утверждение леммы справедливо, либо существует набор a~ , та-
кой, что { }1,0)~( Î= laf . Без ограничения общности можно считать, что

0)~( =af . Так как 4Kf Î , то 1)~( =af . Таким образом существуют на-
боры, на которых f  равна 0, 1 и –. Следовательно,

121198 KKKKf ÈÈÈÏ .
Лемма доказана.
Лемма 7. Пусть 22 \ PPf -Î . Если 21 KKf ÈÏ  и 4Kf Ï ,

1211 KKf ÈÏ .

Доказательство. Так как 21 KKf ÈÏ , то { }-Î ,1)0~(f  и

{ }-Î ,0)1~(f . Если )0~(f  и )1~(f  одновременно не равны –, то получим
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Предположим, что -== )1~()0~( ff . Так как 4Kf Ï , то f  не являет-
ся константной гиперфункцией -f  и, следовательно, найдется набор a~ ,
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Лемма доказана.
Далее докажем две основные теоремы.
Теорема 1. Множество всех гиперфункций ранга 2, отличных от буле-

вых функций, порождает не более 13 классов эквивалентности относи-
тельно принадлежности максимальным частичным ультраклонам.

Доказательство. Из первых двух пунктов леммы 1 следует, что     для
каждой из рассматриваемых гиперфункций в векторе
( )1211109854321 01 tttttttttt принадлежности максимальным частичным
ультраклонам K1 – K12  компоненты 5t  и 10t  равны 1, а из третьего пунк-
та этой же леммы получим, что набор ( )321 ttt  совпадает с одним из на-
боров ( )000 , ( )011 , ( )101 , ( )111 . Рассмотрим все эти варианты.

Из третьего пункта леммы 3 следует, что гиперфункции, принадлежа-
щие одновременно классам K1, K2, K3, разбиваются не более чем на 2 клас-
са эквивалентности, которым соответствуют векторы (000010111111),
(000110111111).

Теперь рассмотрим гиперфункции, которые либо принадлежат K1 и не
принадлежат K2, K3, либо принадлежат K2 и не принадлежат K1, K3. При-
меняя лемму 2, первые два пункта леммы 3 и лемму 4, получим, что число
классов эквивалентности для таких гиперфункций не более 6 и векторы,
соответствующие этим классам, имеют вид (011110101101),
(011110101111), (011110111111), (101110110110), (101110110111),
(101110111111).

Осталось рассмотреть гиперфункции, не принадлежащие ни одному из
классов K1, K2, K3. Очевидно, что среди таких гиперфункций выделяются
те, которые на каждом наборе принимают значение –. Легко проверить,
что вектор принадлежности классам K1 – K12 для этих гиперфункций име-
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ет вид (111010100000). Далее предполагаем, что гиперфункции некон-
стантные. По лемме 6 получим, что гиперфункции, принадлежащие клас-
су K4, могут порождать не более одного класса эквивалентности, которо-
му соответствует вектор принадлежности (111010111111). Далее, приме-
няя леммы 5 и 7, получим, что гиперфункции, не принадлежащие классу
K4, разбиваются не более чем на 3 класса эквивалентности, которым соот-
ветствуют векторы (111110101111), (111110110111), (111110111111).

Теорема доказана.
Теорема 2. Множество всех гиперфункций ранга 2 порождает 28 клас-

сов эквивалентности относительно принадлежности максимальным час-
тичным ультраклонам.

Доказательство. Так как число классов булевых функций равно 15, с
учетом предыдущей теоремы получим, что все гиперфункции разбивают-
ся не более чем на 28 классов эквивалентности.

В результате компьютерных вычислений над гиперфункциями от трех
переменных были найдены 28 различных векторов принадлежности клас-
сам K1 – K12.  В таблице 1 приведены векторы принадлежности и соответ-
ствующие им гиперфункции.

Теорема доказана.
Таблица 1

№ ( )ft ( )321 ,, xxxf № ( )ft ( )321 ,, xxxf
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14

(000000000000)
(000000011011)
(000000011111)
(000010111111)
(000110001101)
(000110010110)
(000110011111)
(000110111111)
(011110000000)
(011110011011)
(011110011111)
(011110101101)
(011110101111)
(011110111111)

(00001111)
(01101001)
(00010111)
(000--111)
(00000001)
(00111111)
(00000111)
(000000-1)
(00000000)
(00111100)
(00000010)
(0000000-)
(000000-0)
(0000001-)

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

(101110000000)
(101110011011)
(101110011111)
(101110110110)
(101110110111)
(101110111111)
(111000011011)
(111000011111)
(111010100000)
(111010111111)
(111110011111)
(111110101111)
(111110110111)
(111110111111)

(11111111)
(10011001)
(10000001)
(-1111111)
111111-1)
(100000-1)
(10010110)
(10001110)

-f
(100--110)
(10000000)
(-0000000)
(1111111-)
(1000000-)

Заключение
Результат, полученный в данной работе, является существенным для

дальнейших исследований разбиения множества мультифункций на двух-
элементном множестве на классы эквивалентности относительно принад-
лежности максимальным частичным ультраклонам. Получив полное раз-
биение, можно перейти к решению задачи оценивания мощности всех
возможных базисов и подсчета количества различных типов базисов оди-
наковой мощности.
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ON CLASSES OF RANK-TWO HYPERFUNCTIONS GENERATED BY
MAXIMAL PARTIAL ULTRACLONES
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The  article  considers  the  set  of  hyperfunctions,  which  is  a  subset  of  the  set  of
multifunctions defined on a two-element set. The closure operator is a specially
introduced superposition operation at which the set of all multifunctions makes a full
partial two-rank ultraclone. The problem of classification for hyperfunctions, like for
other discrete functions, appears to be interesting. One of the variants of classification
is based on the belonging of functions to maximal clones. The article is predominantly
aimed at classification of all hyperfunctions with respect to their belonging to maximal
partial ultraclones. The relation of membership to maximal partial ultraclones is an
equivalence relation and generates a corresponding partition into equivalence classes.
We have obtained a complete description of all equivalence through computer
calculations and identification of the special properties of hyperfunctions, the total
number of which is 28.

Keywords: multifunction; Boolean function; clone; maximal clone; partial clone;
multiclone; superposition; subset of functions; classification of functions;  basis.
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