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Изучены некоторые качественные вопросы существования решения обратной
задачи нелинейного бесконечномерного системного анализа в области разре-
шимости операторной реализации инвариантного полилинейного регулятора
нестационарной гиперболической системы. Исследуемая постановка прецизи-
онного математического моделирования рассматривает случай, когда для
двух различных пучков (конечных, счетных или даже континуальных) нели-
нейных управляемых динамических процессов типа «траектория, программ-
ное управление», индуцированных в вещественном сепарабельном гильберто-
вом пространстве некоторой заданной нестационарной гиперболической сис-
темой, но с разными полилинейными регуляторами, получены достаточные
условия разрешимости задачи реализации оператор-функций общего (инвари-
антного) полилинейного регулятора, при наличии которого в структуре урав-
нений данной гиперболической системы объединение этих динамических
пучков представляет фиксированное семейство ее допустимых решений. Ис-
следование проведено в свете современных представлений о геометрии бес-
конечномерных векторных полей на основе качественного изучения свойства
полуаддитивности нелинейного функционального оператора Релея — Ритца.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты: 19-01-00301,
19-08-00746).
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Введение
Проведение точного количественного анализа сложной динамической

системы, как правило, методологически разделяют на прямую и обратную
задачи; даже в конечномерной постановке среди нелинейных дифферен-
циальных уравнений лишь для немногих удается получить точное анали-
тическое решение первой задачи — построение интегральной кривой сис-
темы. Для обратной задачи [1] на практике подобный анализ может ос-
ложняться еще и тем, что важно определить по поведению системы не
только «параметрическую модель» уравнений ее состояния [2], но и опи-
сание структуры модели в целом на качественном уровне,  в том числе
когда необходимо знать, допустима ли в этой структуре реализация тако-
го позиционного закона управления, при котором режим функционирова-
ния будет содержать заданный пучок управляемых траекторий. На эти (и
близкие) вопросы отвечает качественная теория нелинейной дифференци-
альной реализации динамических систем.

В настоящее время теория дифференциальной реализа-
ции/идентификации нелинейных моделей представляет собой довольно
активную область теоретико-системных исследований [3-7]. В данном
контексте авторы продолжают изыскания [4-6]. Их основная цель — ис-
следовать проблему существования специальных оператор-функций ин-
вариантного полилинейного регулятора нестационарной гиперболической
системы; впрочем, ее результаты распространимы и на стационарные
случаи [1; 6]. Инвариантность регулятора предполагает, что моделируе-
мая гиперболическая система должна содержать в классе допустимых
решений фиксированное конечное семейство нелинейных динамических
пучков-процессов, при этом каждый пучок неограничен по мощности
(конечный/счетный/континуальный) и индуцирован своим (индивидуаль-
ным) полилинейным регулятором.

1 Постановка задачи
Далее ),,(

X
X × ),,(

Y
Y × ),,(

ZiZ × ni ,,1K= — вещественные сепа-
рабельные гильбертовы пространства (предгильбертовость [8] определя-
ют нормы ,

X
× ,

Y
×

Z
× ), nZZYU ´´´= K1:  — гильбертово простран-

ство-произведение с нормой
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),( XYL  — банахово пространство с операторной нормой
),( XYL

×  всех

линейных непрерывных операторов, действующих из пространства Y  в
X  (аналогично ( ),,( XXL

),( XXL
× ) и ( ),,( XZL i ),( XZL

× )), iX  — i -я де-

картова степень пространства X , ),( i
i ZXL  — пространство всех непре-

рывных i -линейных (полилинейных) отображений из X  в .iZ
Пусть ],[: 10 ttT =  — отрезок числовой прямой R  с мерой Лебега m  и

mr  — s -алгебра всех m -измеримых подмножеств из T . Если ниже

),( ×B  — некоторое банахово пространство, то через

),1[),,μ,( ¥ÎpTLp B  будем обозначать банахово фактор-пространство
классов m -эквивалентности всех интегрируемых по Бохнеру [8] отобра-

жений B®Tf :  с нормой ,))()(( /1 pp

T

df tmtò  через ),μ,( BTL¥  —

пространство всех (эквивалентных классов) m -измеримых и m -
существенно ограниченных функций из T  в B .  Кроме того,  далее

),(1 XTAC  — множество всех функций ,: XT ®j  первая производная
которых является абсолютно непрерывной на T  функцией (относительно
меры m ), сверх того, для упрощения примем обозначение

),μ,(L),(: 2
1 YTXTAC ´=П .),,(L),,(L 212 nZTZT m´´m´ K

Введем вспомогательные конструкции, связанные с системой обозна-
чений. Через

),,(L),,(L),,(L: 21222 nZTZTYTH m´´m´m= K

обозначим пространство-произведение с топологией, индуцированной
нормой

,),,(,))())(,),(((:),,( 20
2/12

00 Hwwdwwww n
T

UnHn Îtmtt= ò KKK

ясно, что 2H  — гильбертово пространство (в силу [8] конструкции нор-

мы H
× ).

Далее, рассмотрим банахово пространство-произведение
)),(,μ,(L)),(,μ,(L)),(,μ,(L: 21222 XZLTXZLTXYLT n´´´= KL

классов m -эквивалентности упорядоченных систем оператор-функций с
нормой

.))τ(μ))τ()τ((:),,( 2/1

,,1

2

),(

2

),(00 dBBBB
T ni

XZLiXYLn ò å
=

+=
K

K
L



ВЕСТНИК БГУ. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2019/3

6

Пусть заданы оператор-функции )),,(,,(L, 110 XXLTAA mÎ
)),,(,,(L2 XXLTA mÎ ¥  при этом m -почти всюду в T  оператор

TttA Î),(0  самосопряженный и строго положительно определенный, а
также фиксированы натуральное число in, -линейные отображения

),,( i
i

i ZXLÎB ni ,,1K=  и

,expCard},)),,(,),(,,{( 0111 À£ÎÌ NxxxuxN n ПKK BB
(1)

,expCard},)),,(,),(,,{( 0212 À£ÎÌ NxxxuxN n ПKK BB
два варианта поведения исследуемой системы с траекториями x , про-
граммным управлением u  и позиционными обратными связями
(формами) ),,(,),(1 xxx n KK BB ,  при этом Æ=Ç 21 NN ; здесь и далее

0À  —  алеф нуль, 0expÀ  — континуум, jNCard  — мощность

множества (пучка) jN . Ясно, что

,)),,(,),(,,(,,,1),,μ,(),,( 1 jnii NxxxuxniZTLxx Î=Î ¥ KKKK BBB
.2,1=j

Условимся далее отличать в обозначениях вектор-функцию
ПÎ)),,(,),(,,( 1 xxxux n KK BB  как класс эквивалентности ( mmod ) от

конкретного представителя из этого класса — «индивидуальной» вектор-
функции .)))(,),((,)),((),(),(( 1 txtxtxtutxt n KKa BB

Далее предполагаем, что в действительности управляемые динамиче-
ские пучки 21, NN  —  суть решения одной гиперболической системы с
разными полилинейными регуляторами:

,)),,(,),(,,(:),,( 112101 NxxxuxBB nn Î"Î$ KKK BBL
,),,(//

,,1
10101

22
2 xxBuBxAdtdxAdtxdA

ni
ii K

K

å
=

+=++ B

                                                                                                                              (2)
,)),,(,),(,,(:),,( 212202 NxxxuxBB nn Î"Î$ KKK BBL
,),,(//

,,1
20201

22
2 xxBuBxAdtdxAdtxdA

ni
ii K

K

å
=

+=++ B

.),,(),,( 202101 nn BBBB KK ¹
Рассмотрим задачу: определить (в терминах траекторий объединенно-

го пучка 21 NN È ) аналитические условия существования упорядоченной
системы оператор-функций ,),,( 20 LÎ++

nBB K  для которой осуществима
дифференциальная реализация динамического пучка 21: NNN È=+  вида



А. В. Лакеев, Ю. Э. Линке, В. А. Русанов. К реализации полилинейного регулято-
ра нестационарной гиперболической системы

7

,),,(//
,,1

001
22

2 xxBuBxAdtdxAdtxdA
ni

ii K

K

å
=

++ +=++ B                  (3)

.)),,(,),(,,( 1 +Î Nxxxux n KK BB
Постановку обратной задачи (3) можно трактовать как синтез общего

(для динамических пучков 21, NN ) векторного поля [9]; данная постанов-
ка приводит к некоторому количеству теоретических схем, правильно
объясняющих физическую действительность, попутно вырабатывая но-
вую математическую интуицию в апостериорном моделировании гипер-
болических систем [1; 10-12].

Замечание 1. Отметим, что нет структурных препятствий, чтобы рас-
пространить полученные ниже результаты на качественную теорию реа-
лизации нестационарного инвариантного регулятора гиперболической
системы (3), включающего в свой состав полилинейные операторы —
программно-позиционные связи из ,),( i

i ZYX ´L  и содержащие в каче-
стве дополнительных переменных k  раз ( ik £ ) производную dtdx /  и 1
раз программное управление u ; ясно, что в данной постановке имеет ме-
сто ),μ,(L),,/,,( 2 iZTudtdxx ÎKKB  для любого отображения

.),( i
i ZYX ´ÎLB  При этом если для дифференциальной реализации (3)

ставить задачу разрешимости реализации полилинейных форм из
,),( i

i ZYX ´L ni ,,1K= , то основой математического аппарата может
служить конструкция тензорного произведения [9, с. 237] гильбертовых
пространств, так как его структура сводит изучение полилинейных ото-
бражений к изучению линейных отображений путем введения новой опе-
рации на категории линейных пространств.

2 Вспомогательный математический формализм
Обозначим через ),,(L RT m  пространство классов m -эквивалентности

всех вещественных m -измеримых на T  функций и пусть L£  — квазиу-
порядочение в L( , , ),T Rm  такое, что 2L1 f£f , если )()( 21 tt f£f m -почти
всюду в T . Наименьшую верхнюю грань для подмножества

),,(L RTW mÌ  обозначим через WLsup ,  если эта грань существует для
подмножества W  в структуре частичного упорядочения L£ .

Определение 1 [4]. Рассмотрим оператор ),,μ,(L: RT®Y П по-
строенный согласно правилу
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следуя терминологии [12; 13], оператор (4) будем называть оператором
Релея — Ритца.

В конструкции оператора Y  корректно включение
.),,(L/ 1

22 XTdtqd mÎ
Пусть ¥£ÎÌ NxxxuxN n Card},)),,(,),(,,{( 1 ПKK BB и Q  — не-

которое (т. е. любое) поглощающее множество в линейной оболочке
NSpan ;  в геометрии поглощающего множества следуем [8],  т.  е.

NQ Span}{ 0 =aÈ >a . Фиксируя терминологию (мотивации см. в теореме
2 [4]), будем говорить, что пучок управляемых динамических процессов
N  регулярный для тройки оператор-функций ),,( 210 AAA  гиперболиче-
ской системы (3) в том и только в том случае, если имеет место следую-
щее положение:

É=++Î }0||)()(/)()(/)()(||:{ 01
22

2 XtqtAdttdqtAdttqdtATt

å =
Îm=+ÎÉ

ni nZiY QwwqtwtwTt
,,1 00 .),,,(),(mod}0)(||)(||:{

K
K

Замечание 2
(i) Еcли при анализе динамического пучка N  обнаруживается

),μ(mod||||supp||),,(||supp,,1 XZini xxx =È = K
K

B
,)),,(,),(,,( 1 Nxxxux n ÎKK BB

то пучок N  будет регулярным для любой тройки оператор-функций
;)),(,,(L)),(,,(L)),(,,(L),,( 11210 XXLTXXLTXXLTAAA m´m´mÎ ¥

(ii)  в силу теоремы 2 [4]  и представления (2) 21, NN  из (1)  суть регу-
лярные динамические пучки.

Приведем необременительные исходные положения, уточняющие по-
зицию (i) замечания 2.

Лемма 1 (модификация леммы 1 [6]). Если ,0ker 1 =B то динамиче-
ский пучок N  будет регулярным для любых оператор-функций

.)),(,,(L)),,(,,(L, 2110 XXLTAXXLTAA mÎmÎ ¥

Следствие 1. Если ПÎ)),,(,),(,,( 1 xxxux n KK BB  и ,0ker 1 =B то

_nn rÌr , где _, nn rr  — соответствующие лебеговски пополненные
s -алгебры следующих бихевиористических мер:
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для любых оператор-функций
.)),(,,(L)),,(,,(L, 2110 XXLTAXXLTAA mÎmÎ ¥

Из функциональной конструкции (4) следует, что оператор Релея —
Ритца удовлетворяет простым (но важным) соотношениям:

.0,),,μ,(L0где),()(),(0 L RRT Î¹ÎÎ=£ bffbff ПYYY      (5)

Теперь, прежде чем идти дальше, введем дополнительную терминологию.
Определение 2 [13]. Оператор Релея — Ритца назовем полуаддитив-

ным с весом RÎa  на множестве ,ПÌE  если для любой пары
EE´Îff ),( 21 справедливо

.)()()( 21L21 fafaff YYY +£+
Лемма 2. Полуаддитивность (с фиксированным весом) оператора Ре-

лея — Ритца есть свойство конечного характера для подмножеств мно-
жества П .

Взаимоотношение между леммой 2  и леммой Тьюки (аналог леммы
Цорна [8]) приводит к важной геометрической характеристике полуадди-
тивности оператора Релея — Ритца, а именно: в П  существуют макси-
мальные множества, на которых оператор (4) полуаддитивен с некоторым
весом 0>a , при этом данные множества не могут быть линейными в
случае )1,0(αÎ ; чтобы убедиться, достаточно рассмотреть действие Y
на паре ,0φ,)0,φ( ¹´Î EE  за исключением тривиального варианта

,}0{ ПÌ=E  именно поэтому ниже в лемме 3 (и по умолчанию дальше)
предполагается, что вес полуаддитивности оператора Y  — некоторая
фиксированная постоянная .),1[ ¥Îa

Лемма 3. Пусть ,),1[ ¥Îa  тогда в П  существует (не единственное)
максимальное относительно теоретико-множественного включения ли-
нейное множество ,E  на котором функциональный оператор Релея —
Ритца полуаддитивен с весом a .
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Теперь задействуем конструкцию непрерывности оператора Релея —
Ритца [14]. Для этого на линейном пространстве ),,(L RT m  будем рас-
сматривать векторную топологию, порождаемую сходимостью по мере m .
Хорошо известно [8], что эта топология порождается квазинормой вида

;)(|)()(||))()(|1(:),( 21
1

2121 tmt-tt-t+=r -ò dffffff
T

в данном контексте )),,,((L rm RT  — полное квазинормированное [8]
пространство.

В дальнейшем для любой функции ),,(L RTf mÎ  через
}0)(:{:supp ¹Î= tfTtf  будем обозначать ее носитель, определяемый

с точностью до множества меры нуль.
Теорема 1. Пусть *П  — конечномерное подпространство в П ,  и

пусть )ρ,( **П  — метрическое пространство с метрикой
+r=r )||ˆ||,||(||:))ˆ,,ˆ,ˆ(),,,,(( 00

*
XXnn ggwwgwwg KK

,))ˆ,,ˆ(,),,(())ˆ,,ˆ(,),,(( 0000 nnUnUn wwwwwwww KKKK
mrr ++

=:))ˆ,,ˆ(,),,(( 00 nn wwww KK
mr

,))ˆ,,ˆ(supp)ˆ,,ˆ((supp2: 00
1

UnUn wwww KK Dm-=

.),,(L),()ˆ,,ˆ,ˆ(),,,,( 1n
2

1
00 YTXTCAwwgwwg nn m+´ÎKK

Тогда справедливы следующие утверждения:
(i) метрика *r не является квазинормой, при этом порождаемая *r

топология не будет векторной (операции векторного пространства *П
не являются непрерывными в данной топологии);

(ii) оператор Релея — Ритца )ρ),,μ,(L()ρ,(: ** RT®Y П является
непрерывным.

Следствие 2. (i) Метрическое пространство )ρ,( **П  полное, при
этом класс фундаментальных последовательностей из )ρ,( **П содер-
жится (строго) в классе последовательностей Коши пространства

),( * TП , где T  — топология, индуцированная в *П  из пространства
;),,(L 22 HXT ´m

(ii) метрика *r  будет квазинормой, а топология ,*T  порождаемая
*r , векторной, если

,)μ(mod:||||supp:}χ{\* Tghg U =Î" ÆП
где ,1:||||, =Î UhUh  при этом ,* TT = а ][ *ПY  —
r -квазинормированный компакт.
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3 Реализация полилинейного регулятора
в конструкциях оператора Релея — Ритца

Теорема 2 [6] показывает, что следующая теорема может стать основой
качественного анализа разрешимости (на нелинейных траекторных пуч-
ках) задачи реализации полилинейных регуляторов дифференциальных
систем высших порядков, по существу развивая качественную геометри-
ческую теорию векторных полей [9, с. 275] на траекторных
многообразиях в бесконечномерной постановке.

Теорема 2. Если выполнены условия пункта (ii) следствия 2, то спра-
ведливо утверждение

,0)sup,(supρ][sup ,LL
*

L ¾¾ ®¾ÛY$ ¥®mnmn WWП
где

K
K ,2,1}{},,,1:{ ==È= ppin VniVW  — счетное семейство конечных

1-p -сетей в ][ *ПY .
Замечание 3. Пусть ,},,{ 1 knW xx= K  тогда ,sup 1L knW xx ÚÚ= K

где
.|)'''|'''(2:''' 1 x-x+x+x=xÚx -

Доказательство теоремы 2. (Установление KKÞ ).  Ясно,  что мно-
жество },2,1:{: K=È=¥ iVW i  всюду плотно в ][ *ПY , причем, очевидно
(в силу исходного условия для KKÞ  и предложения 1 [8, с. 507]), су-
ществует ),,(LsupL RTW mÎ¥ . Таким образом, достаточно показать, что

0)sup,(supρ)sup,(supρ)sup,(sup LLLLLL ®+£ ¥¥ WWWWWW mnmnr
при 0, ®mn .

Рассуждаем от противного: пусть в
K,2,1}{ =nnW  найдется счетное под-

семейство ,}{ KÎkkW для которого

.const)sup,(supρ: LL +¥ =£Î" dWWk kK  Тогда, поскольку имеется
монотонная цепь

,supsupsupsupsup LLL1LLLLL2LL1L ¥+ ££££££ WWWWW nn KK

монотонность данной цепи влечет ,)χ,(supρ)χ,(sup 1LL Æ+Æ £ nn WWr
откуда приходим к

,)sup,(supρ:],0( LL dWWdd nn ¾¾ ®¾Î$ ®¥¥+

что противоречит следующему равенству:
;sup},2,1:)({supsup LL ¥== WitWt i Ka

данное равенство означает поточечную сходимость }{supL nW  к

¥WLsup ,  а значит, и сходимость по мере m ,  что, в свою очередь, равно-
сильно сходимости .0)sup,(supρ LL ¾¾ ®¾ ¥®¥ nn WW
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Установление KKÜ ). Доказательство прозрачно в силу положения
L Lχ {sup } L( ,μ, )nf f W T RÆ £ " Î Ì

и предложения 2 [8, с. 508]. Теорема доказана.
Теорема 3. Пусть ПÌ21, NN  — пучки динамических процессов (1),

(2). Тогда задача (3) разрешима, если оператор Релея — Ритца полуад-
дитивен с некоторым весом на .SpanSpan 21 NN +

Следствие 3. Пусть множества ПÌkNNN ,,, 21 K имеют реализа-

ции (2). Тогда iNÈ  — семейство решений системы (3) для некоторой

упорядоченной системы ,),,( 20 LÎ++
nBB K  если Y  полуаддитивен с ве-

сом на линейном многообразии суммы линейных оболочек этих множеств
.SpanSpan: 1

#
kNN ++= KП

При этом если ¥<#dimП и
,)μ(mod:||||supp:}χ{\# Tghg U =Î" ÆП

где ,1:||||, =Î UhUh  то образ ][ #ПY  — r -квазинормированный ком-
пакт в ),,(L2 RT m , причем

),,μ,(L},2,1:ξ{lim][sup 2ρ
#

L RTpp Î==Y KП
где },,{,: )(1)(1 pmpmp xxxÚÚx=x KK  — некоторая (т. е. любая) конеч-

ная 1-p -сеть в ][ #ПY , rlim  — предел в топологии, индуцированной
квазинормой r .

Следствие 3 позволяет строить алгебру множеств динамических про-
цессов с единицей iNÈ , все элементы которой обладают реализацией с
фиксированной моделью (3), при этом вопрос об «индивидуальном» ха-
рактеристическом признаке дифференциальной реализации (т. е. условие
(2)) для каждого отдельного динамического пучка ),,1( kiNi K=  осо-
бенно просто (конструктивно) решается на k -семействе «одноэлемент-
ных» пучков:

,})),,(,),(,,{( 1 ini xxxuxN KK BB=
,,,1),,μ,(L))),,(,),(,,(( 21 kiRTxxxux in KKK =ÎY BB

что есть аналитический факт теоремы 1 [4].
Если данные соотношения (или некоторые из них) не выполняются, то

можно ставить задачу синтеза позиционных обратных связей (форм)
),,( i

i
i ZXLÎB ni ,,1K= , обеспечивающих означенные условия (2),

при этом методологически эту задачу можно трактовать как структурную
идентификацию нелинейной компоненты уравнения (3); в данном контек-
сте см. положения работы [15].
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Заключение
Конструкция функционального оператора Релея — Ритца и ее много-

численные модификации сыграли значительную роль в становлении со-
временной дифференциальной реализации как самостоятельной, вполне
оригинальной математической теории, которая выделяется не только сво-
ей внутренней цельностью и простотой, но и новыми приложениями в
нелинейных обратных задачах математической физики. С ее помощью
были получены яркие результаты, при этом технический уровень иссле-
дований и их интенсивность значительно выросли. Надо отметить, что это
не сопровождалось ростом разобщенности данных теоретических изыска-
ний и потерей естественности в математических постановках их сложных
теоретико-прикладных задач, напротив, глубокий результат из одной об-
ласти качественных исследований влиял, как правило, на другие разделы.

В настоящей работе продолжено изучение тополого-метрических
свойств нелинейного оператора Релея — Ритца. Изложение велось в свете
современных представлений о геометрии бесконечномерных векторных
полей. На этой базе исследованы качественные вопросы существования
решения обратной задачи нелинейного бесконечномерного системного
анализа в области разрешимости операторной реализации инвариантного
полилинейного регулятора нестационарной гиперболической системы,
содержащей в качестве допустимых решений заданные неограниченные
по мощности (конечные/счетные/континуальные) нелинейные пучки бес-
конечномерных управляемых (программно-позиционно) динамических
процессов в сепарабельном гильбертовом пространстве.

В перспективе дальнейшего развития подобных исследований отме-
тим,  что общий случай,  когда семейство моделируемых пучков лежит в
равномерно выпуклом банаховом пространстве [8] и мощность семейства
пучков 0À³ , значительно сложнее. В качестве подзадачи данная поста-
новка содержит теорию дополняемых подпространств банахова простран-
ства (в том числе сепарабельного равномерно выпуклого), которая еще
недостаточно разработана. При этом необходимо учесть, что в данном
контексте не продуктивно изначальное допущение, что любое замкнутое
подпространство исследуемого банахова пространства дополняемо, по-
скольку тогда это пространство, по существу, будет изоморфно некото-
рому гильбертову пространству (теорема 2.0 [16]).
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The article studies some qualitative issues of the existing a solution to inverse prob-
lem of nonlinear infinite-dimensional system analysis, regarding the solvability of
the operator realization of invariant multiple-linear regulator of non-stationary hy-
perbolic system. The studied statement for precision mathematical modeling con-
siders the case, when for two different beams (finite, countable, or even continuous)
of nonlinear controlled dynamic processes of the “trajectory, program control” type,
induced in a real separable Hilbert space by some given non-stationary hyperbolic
system, but with different multiple-linear regulators, we obtain sufficient conditions
for solvability of the problem of realizing operator functions of a general (invariant)
multiple-linear regulator, in which presence in equation structure of a given hyper-
bolic system the union of these dynamic beams represent a fixed family of its ad-
missible solutions. The study was carried out in the light of modern ideas about the
geometry of infinite-dimensional vector fields and based on a qualitative study of
the semi-additivity of non-linear Rayleigh-Ritz functional operator.
Keywords: qualitative theory of nonlinear differential realization; non-stationary
hyperbolic system; Rayleigh-Ritz functional operator; multiple-linear regulator.
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