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В статье рассмотрены системы линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка на конечном отрезке интегрирования с тождест-
венно вырожденной квадратной матрицей перед второй производной — так
называемые дифференциально-алгебраические уравнения второго порядка.
Такие постановки задач достаточно часто возникают в приложениях. Отмече-
ны сложности качественного исследования и построения численных методов
решения рассматриваемых уравнений. Предполагается, что для систем, ис-
следуемых в данной работе, заданы краевые условия, число которых меньше,
чем удвоенная размерность исходной системы. Выделен класс дифференци-
ально-алгебраических уравнений второго порядка, для которого, используя
известные результаты теории проекторов, предложен алгоритм выбора недос-
тающих краевых условий. Для иллюстрации разрабатываемого авторами ме-
тода рассмотрен простой пример. В заключении статьи уделено внимание
перспективам дальнейшего исследования данного алгоритма.
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Введение
Ряд природных и технических явлений можно описать взаимосвязан-

ными обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ) первого
и второго порядков и конечномерными (трансцендентными) уравнениями
[8; 10; 14]. Объединяя эти уравнения в виде системы, мы получим систе-
му ОДУ второго порядка с тождественно вырожденной матрицей перед
второй производной. Такие системы принято называть дифференциально-
алгебраическими уравнениями (ДАУ) второго порядка.

В настоящее время бурно развивается качественная теория и числен-
ные методы решения ДАУ первого порядка. Это связано с тем, что такие
уравнения имеют принципиальные отличия от систем ОДУ и, кроме того,
имеют многочисленные приложения [8–10; 12; 14].

С ДАУ порядка выше первого,  как правило,  поступают следующим
образом: вводят новую вектор-функцию, размерность которой равна kn
( n  — размерность исходной задачи, k  — порядок ДАУ), и переписывают
исходную задачу в виде ДАУ первого порядка [13].

Описанный подход значительно усложняет как качественное исследо-
вание, так и создание численных алгоритмов для полученной задачи. Этот
факт и инициировал исследования, приведенные ниже, которые являются
продолжением работ [3; 4; 7; 11].

1 Постановка задачи
Рассмотрим систему

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ],1,0, Î=+¢+¢¢ ttftxtCtxtBtxtA     (1)
где ( ) ( )tBtA ,  и ( )tC  — ( )nn´  матрицы, )(tf  — заданная, а )(tx  — не-
известная n -мерные вектор-функции.

В дальнейшем изложении предполагается, что
.0)(det ºtA (2)

Системы (1) с условием (2) будем называть дифференциально-
алгебраическими уравнениями второго порядка (ДАУ2).

Предполагается, что для системы (1) заданы краевые условия
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где 00 ,ba  — ( )nm ´0 -матрицы, 11,ba  — ( )nm ´1 -матрицы. В частности,
начальную задачу для (1)  можно переписать в виде (3)  с матрицами
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b 1a  и 1b  — нулевые матрицы, а nE  — единичная

матрица, 0  — нулевая матрица размерности ( )nn´ .
В отличие от ОДУ второго порядка для выделения единственного ре-

шения ДАУ2 начальные или краевые условия можно не задавать.
Например, ДАУ2 вида
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при достаточно гладких функциях ( ) ( ) ( )ttbta j,, 11  имеет единственное
решение: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., 1121 ttbttatxttx jjj ¢-¢¢-==

Краевые условия (3) должны также быть заданы корректно,  т.  е.  быть
согласованными с правой частью (1).

Приведем критерий корректности задания краевых условий (3). Нам
понадобится известное определение.

Определение 1. (см,  например,  [2;  5]).  Матрица -A  называется полу-
обратной к матрице ,A  если она удовлетворяет матричному уравнению

.AAAA =-

Из этого определения следует, что
( ) .0=-= - AAAEVA (5)

Умножаем систему (1) на матрицу V  в точках 0=t  и .1=t
В силу (5) получим:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0 0 0 ,
1 1 1 1 1  1   1 1 .

V C x V B x V f
V C x V B x V f

¢ì + =ï
í ¢+ =ïî

(6)

Вводя обозначения ( ) ( )( ),0,00
TT xxy ¢= ( ) ( )( ),1,11

TT xxy ¢= ( ) ( ) ,00 0LCV =
( ) ( ) ,00 0MBV = ( ) ( ) ,00 0NfV = ( ) ( ) ,11 1LCV = ( ) ( ) ,11 1MBV = ( ) ( ) ,11 1NfV =

краевые условия (3) и условия (6) перепишем в виде:
( )
( )î

í
ì
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Здесь и всюду в дальнейшем изложении обозначение ( )ba  означает
расширенную матрицу. Таким образом, если задача (1), (3) имеет решение



М. Н. Ботороева, О. С. Будникова, Л. С. Соловарова. О выборе краевых условий
для дифференциально-алгебраических уравнений второго порядка

35

(возможно, не единственное), то множество решений системы линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) (7) является и множеством решений
СЛАУ (8). Обратное неверно.

Для доказательства этого факта достаточно рассмотреть обыкновенное
линейное дифференциальное уравнение

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),tftCtxtBtx =+¢+¢¢

где ( )tB  и ( )tC  —  функции.  В этом случае ,1=-A ( ) ( ) === 010 LVV
,010110 ====== NNMLM то есть решением системы (8) является лю-

бой вектор из .2R

2 Методы решения краевой задачи
Опишем алгоритм численного решения краевой задачи (1), (3). Стан-

дартным образом введем на отрезке интегрирования сетку

N
hNiihti

1,...,,1,0, ===  и обозначим ( ),ii tAA = ( ),ii tBB = ( ),ii tCC =

( ),ii tff = ( ).ii txx »
Классическая трехточечная дискретизация [1; 6] системы (1) дает

,1...,,2,1,11 -==++ -+ Nixxx iiiiiii GFED     (9)
где ( )nn´ -матрицы iD , iE  и iF  зависят от формулы,  применяемой для
аппроксимации (1).

Краевые условия (3) после двухточечной аппроксимации примут вид:

î
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где 0D  и 0E  — ( )nm ´0 -матрицы, NE  и NF  — ( )nm ´1 -матрицы.
Условий )10( a , )10( b  недостаточно для того, чтобы применить метод

матричной прогонки для решения СЛАУ (9), )10( a , )10( b , так как эта
система является недоопределенной (содержит ( )( )210 -×++ Nnmm  урав-
нений, а неизвестных Nn × ). Поэтому мы предлагаем поступить следую-
щим образом. Умножим (1) на матрицу ( ) ( ) ( )tAtAEtV --=  и вычислим
полученное выражение в точках 0=t  и .1=t

В силу формулы (4) имеем:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000000 fVxBVxCV =¢+

и
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).11111111 fVxBVxCV =¢+

Аппроксимируя эти условия, например простейшей формулой числен-
ного дифференцирования, получим:
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í
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где ( ) ( ) ( )[ ]0000 hCBVS += , ( ) ( )000 BVT -= , ( ) ( )000 fVH = ,
( ) ( ) ( )[ ]111 hCBVSN += , ( ) ( )11 BVTN -= , ( ) ( )11 fVH N = .

С краевыми условиями )10( a , )10( b  поступим следующим образом:
умножим системы
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на матрицы T
0D , T

0E  и ,T
NE T

NF  соответственно. Получим:
)12(,00000100 GDEDDD TTT xx =+

)13(,00000100 GEEEDE TTT xx =+
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С краевыми условиями )11( a , )11( b  поступим аналогично:
умножим системы
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на матрицы TS0 , TT0  и T
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NT . Получим:
( )16,00000100 HSxTSxSS TTT =+
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Итогом суммирования уравнений (12), (13), (16), (17) и (14), (15), (18),
(19) является
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где 0K , 0P , NK  и NP  —  квадратные ( )nn´ -матрицы, определенные по
правилу

,000000000 STSSK TTTT +++= DEDD
,000000000 TTTSP TTTT +++= EEED
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Для иллюстрации предлагаемого метода выбора недостающих краевых
условий рассмотрим простой пример.

Пример 1. Система
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Краевые условия имеют вид
( ) ( )
( ) ( )î

í
ì

+=¢+
=¢+

.1cos1sin11
,100

uu
uu
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полученное выражение в точках 0=t  и .1=t
В силу (5) получим:
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Далее применим двухточечную дискретизацию для исходных и полу-
ченных краевых условий и выполним дальнейшие указания описанного
алгоритма.  В результате,  опустив все громоздкие выкладки,  получим ис-
комые краевые условия в виде:
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Заключение
В статье не рассматривается конкретный вид трехточечной аппрокси-

мации (9). Отметим, что ряд известных формул численного дифференци-
рования нельзя применять для (1) даже с корректно заданными (согласо-
ванными с правой частью) краевыми условиями

( )
( )î

í
ì

=
=

Nxx
xx

1
0 0                                              (22)

и в предположении, что решение задачи (1), (22) существует, единственно
и достаточно гладкое. Это происходит, в частности, потому, что соотно-
шения (9) и условия (22) дают вырожденную СЛАУ или процесс матрич-
ной прогонки является неустойчивым.

Также отметим,  что предлагаемый подход не всегда дает СЛАУ (20),
(21) полного ранга. Например, если применить предлагаемый подход для
ДАУ (4), имеющей единственное решение, не зависящее от условий (3), и
полагая ,0)1(,0)0( 11 ¹¹ aa  то краевые условия (19), (20) имеют вид:

î
í
ì

=
=

)1()1(
)0()0(

1

1

j
j

x
x

.                                           (23)

Условия (3) для данного примера не заданы, а условий (23) недоста-
точно, чтобы формально реализовать метод матричной прогонки для дан-
ного примера (после трехточечной аппроксимации (9)).

В дальнейшем планируется выделить классы ДАУ (1)  с краевыми ус-
ловиями (3), для которых предлагаемый алгоритм выбора недостающих
краевых условий и подходящая трехточечная аппроксимация порождали
бы устойчивый процесс матричной прогонки.
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The article considers systems of second-order linear ordinary differential equations
with an identically degenerated square matrix preceding the second derivative (sec-
ond order differential-algebraic equations). Such problem statements often arise in
applications. We have noted the difficulties in qualitative study and development of
numerical methods for solving the equations under consideration. It is assumed that
boundary conditions are given and their number is less than the doubled dimension
of the initial system. We have defined a class of second order differential-algebraic
equations, and using the known results of projection theory proposed an algorithm
for sampling the missing boundary conditions. The method developed is illustrated
by a simple example. At the conclusion of the article we have paid attention to the
further research of this algorithm.
Keywords: boundary value problem; boundary conditions; differential-algebraic
equations; ordinary second order degenerate differential equations; tridiagonal ma-
trix algorithm; initial boundary value problem; algebraic-differential equations;
numerical methods; second order differential equations; three-point approximation.
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