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Аннотация. Задачи на экстремум нормы конечного состояния линейной ди-
намической системы изучаются с позиций методов параметризации допусти-
мых управлений. Аппроксимация кусочно-непрерывных управлений прово-
дится в классе кусочно-постоянных функций на равномерной сетке узлов от-
резка времени. При этом интервальное ограничение на управление в исходной
задаче переходит в аналогичные ограничения на переменные конечномерных
задач.
Конечномерный вариант задачи на минимум нормы допускает эффективное
решение с помощью современных программ выпуклой оптимизации. Для
случая двух переменных предлагается аналитический метод решения, исполь-
зующий одномерную задачу минимизации параболы на отрезке.
Для невыпуклой задачи максимизации нормы конечномерная версия решается
в глобальном смысле на основе перебора вершин гиперкуба. Предлагаемый
подход открывает дополнительные возможности глобального решения невы-
пуклых задач оптимального управления. Проведена апробация представлен-
ной технологии решения на иллюстративных задачах.
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Введение
Задачи на экстремум нормы конечного состояния линейной управляе-

мой системы имеют давнюю историю, но до сих пор сохраняют опреде-
ленный уровень актуальности и потенциал научного интереса. Задача на
минимум нормы в силу своей выпуклой структуры обеспечена в настоя-
щее время эффективными методами решения на основе нелокальных
улучшений с использованием матричной сопряженной системы [1; 5; 10].

Задача на максимум нормы конечного состояния является многоэкс-
тремальной, что существенно затрудняет ее глобальное решение. Разра-
ботанные методы ориентированы на улучшение экстремальных управле-
ний и построены на основе условий глобальной оптимальности [2; 7; 8].
Поскольку вычислительная проверка выполнения этих условий до сих
пор проблематична,  то известные методы реализуют,  вообще говоря,  ос-
лабленные, неполные версии критериев оптимальности. Такая ситуация
не позволяет обосновать получение глобального решения, т. е. содержит
эвристические элементы. Иными словами, проблема максимизации нор-
мы еще открыта для дополнительных исследований.

В данной работе задачи на экстремум нормы конечного состояния для
линейной системы рассматриваются в рамках технологии параметризации
управляющей функции [4; 6; 11]. При этом аппроксимация проводится в
классе кусочно-постоянных функций на заданной сетке узлов промежутка
времени. В результате задача оптимального управления преобразуется в
конечномерный вариант на экстремум выпуклой квадратичной функции
на гиперкубе.

Полученная задача на минимум допускает решение за конечное число
итераций [9]. В целях упрощения процедуры решения предлагается без-
итерационный алгоритм для двумерной задачи (минимум параболоида на
квадрате), использующий геометрическую интерпретацию.

Глобальное решение конечномерной задачи на максимум элементарно
реализуется через полный либо специализированный перебор заданного
набора вершин гиперкуба. Таким образом, в рамках представленного под-
хода исходная невыпуклая задача аппроксимируется аналогичной конеч-
номерной задачей выбранной размерности, которая гарантированно реша-
ется в глобальном смысле процедурой приемлемого конечного перебора.

Проведена апробация рассмотренной технологии решения на иллюст-
ративных задачах.
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1 Постановка задачи
Введем переменные ],[ 0 Ttt Î  — время, Rtu Î)(  — управление,

nRtx Î)(  — фазовое состояние, связанные линейной системой
,)()( utbxtAx +=& 0

0 )( xtx = (1)
с непрерывными на ],[ 0 Tt  функциями nnn RtbRtA ÎÎ ´ )(,)( .

Множество V  допустимых управлений содержит кусочно-
непрерывные функции )(tu  со стандартным ограничением

],,[)( +-Î uutu ],[ 0 Ttt Î . (2)
На множестве V  определим терминальный функционал (норма конеч-

ного состояния)

)(),(
2
1)( TxTxu =F (3)

и рассмотрим соответствующие задачи на экстремум (минимум или мак-
симум).

Проведем преобразование этих вариационных задач к конечномерным
на основе простейшей процедуры параметризации допустимых управле-
ний.

Введем на отрезке ],[ 0 Tt  равномерную сетку узлов ,0 ihtti += mi ,0=

с шагом
m

tTh 0-
= .

Выделим ячейки ],( 1 jjj ttT -= , mj ,1=  и определим характеристиче-
ские функции

î
í
ì

Ï
Î

=
.,0
,,1

)(
j

j
j Tt

Tt
tc

Пусть )...,,( 1 myyy =  — набор параметров. Образуем семейство управ-
лений

,)(),(
1
å
=

=
m

j
jj tyytu c ],[ 0 Ttt Î

и введем подмножество допустимых управлений
}.,1],,[:),({1 mjuuyyuV j =Î×= +-

Пусть ],[),,( 0 Tttytx Î  —  решение фазовой системы (1),  соответст-
вующее управлению ),( ytu . Тогда

,)()0,(),(
1
å
=

+=
m

j

j
j txytxytx ],[ 0 Ttt Î (4)

где )(tx j  — решение фазовой задачи Коши
),()()( ttbxtAx jc+=& 0)( 0 =tx .
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Рассмотрим функционал )(uF  на множестве управлений 1V . Исполь-
зуя представление (4), получаем формулу

XyXyydy ,
2
1,)0()(1 ++F=F ,

в которой
d  — m -вектор с компонентами )(),0,( TxTx j , mj ,1= ,

X  — )( mn´ - матрица со столбцами )(Tx j , mj ,1= .
Отметим, что квадратичная функция )(1 yF  является выпуклой,  что

позволяет квалифицировать соответствующие экстремальные задачи на
множестве простейшей структуры: ],[ +-Î uuy .

2 Задача на минимум нормы конечного состояния
Рассмотрим задачу

min,),(),,(
2
1)( ®=F uTxuTxu Vu Î . (4)

После параметризации получаем специальную задачу выпуклого про-
граммирования относительно вектора )...,,( 1 myyy =

min,,
2
1,)0()(1 ®++F=F XyXyydy ].,[ +-Î uuy  (5)

Такая квадратичная задача допускает решение за конечное число итера-
ций [9].

Выделим частные случаи задачи (5) относительно размерности m , ко-
торые решаются по явным формулам без итерационного процесса.

Пусть 1=m ,  т.  е.  задача (4)  решается на множестве const-управлений
1)( ytu = , ],[ 0 Ttt Î .  Соответствующая одномерная задача (5)  имеет вид

(минимум выпуклой параболы на отрезке)

min,)(),(
2
1)(),0,()0()( 112

1
1

111 ®++F=F TxTxyTxTxyy

].,[1 +-Î uuy
При условии 0)(1 ¹Tx  определим стационарную точку

)(),(

)(),0,(
11

1
*
1 TxTx

TxTx
y -= .

Тогда решение одномерной задачи представляется очевидным образом

ï
î

ï
í

ì

>
<

Î
=

++

--

+-

.,
,,

],,[,

*
1

*
1

*
1

*
1

min
1

uyu
uyu

uuyy
y

Пусть, далее, 2=m , т. е. задача (4) решается на множестве управлений
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î
í
ì

Î
Î

=
],,(,
],,[,

)(
12

101

Ttty
ttty

tu

с фиксированной точкой переключения
2

0
1

Ttt +
= .

Соответствующая двумерная задача (5):
минимизация функции двух переменных ),( 211 yyF  на квадрате

}2,1],,[:),{( 21 =Î= +- iuuyyyY i .
Предположим, что матрица 2´Î nRX  имеет полный ранг, т. е. матрица

Грама XX T  положительно определена. Тогда единственная стационар-
ная точка ),( *

2
*
1

* yyy =  функции )(1 yF  находится из линейной системы
.0)(1 =+=FÑ XyXdy T

Это точка минимума функции )(1 yF  на 2R . При этом линии уровня
функции )(1 yF  — эллипсы с центром в точке *y .

Проведем аналитическое решение задачи минимизации параболоида
)(1 yF  на квадрате Y , используя информацию о положении точки *y  и

геометрическую интерпретацию задачи на основе линий уровня целевой
функции.

Если Yy Î* , то получено решение двумерной задачи на минимум:
*min yy = .

Проанализируем основной случай Yy Ï* .
Возможные ситуации нарушения ограничения по одной переменной:

1) ,*
1 -< uy ],[*

2 +-Î uuy Þ  решить одномерную задачу
min),( 21 ®F - yu , ],[2 +-Î uuy Þ -

2y ,
положить ,min

1 -= uy -= 2
min
2 yy ;

2) ,*
1 +> uy ],[*

2 +-Î uuy Þ  решить одномерную задачу
min),( 21 ®F + yu , ],[2 +-Î uuy Þ +

2y ,
положить ,min

1 += uy += 2
min
2 yy ;

3) ],[*
1 +-Î uuy , -< uy*

2 Þ  решить одномерную задачу
min),( 11 ®F -uy , ],[1 +-Î uuy Þ -

1y ,
положить ,1

min
1

-= yy -= uymin
2 ;

4) ],[*
1 +-Î uuy , +> uy*

2 Þ  решить одномерную задачу
min),( 11 ®F +uy , ],[1 +-Î uuy Þ +

1y ,
положить ,1

min
1

+= yy += uymin
2 .
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Возможные нарушения ограничений по двум переменным *
2

*
1 , yy :

5) ,*
1 -< uy -< uy*

2 Þ  решить две одномерные задачи
min),( 21 ®F - yu , ],[2 +-Î uuy Þ -

2y ,
min),( 11 ®F -uy , ],[1 +-Î uuy Þ -

1y ,
положить

î
í
ì

F³F
F£F

=
-

--
--

-
-

--
-

-
-

),,(),(),,(
),,(),(),,(),(

11211

11212min
2

min
1 uyyuuy

uyyuyuyy

6) ,*
1 +> uy +> uy*

2 Þ  решить две одномерные задачи
min),( 21 ®F + yu , ],[2 +-Î uuy Þ +

2y ,
min),( 11 ®F +uy , ],[1 +-Î uuy Þ +

1y ,
положить

î
í
ì

F³F
F£F

=
+

++
++

+
+

++
+

+
+

),,(),(),,(
),,(),(),,(),(

11211

11212min
2

min
1 uyyuuy

uyyuyuyy

7) ,*
1 -< uy +> uy*

2 Þ  решить две одномерные задачи
min),( 21 ®F - yu , ],[2 +-Î uuy Þ -

2y ,
min),( 11 ®F +uy , ],[1 +-Î uuy Þ +

1y ,
положить

î
í
ì

F³F
F£F

=
+

+-
-+

+
+

+-
-

-
-

),,(),(),,(
),,(),(),,(),(

11211

11212min
2

min
1 uyyuuy

uyyuyuyy

8) ,*
1 +> uy -< uy*

2 Þ  решить две одномерные задачи
min),( 21 ®F + yu , ],[2 +-Î uuy Þ +

2y ,
min),( 11 ®F -uy , ],[1 +-Î uuy Þ -

1y ,
положить

î
í
ì

F³F
F£F

=
-

-+
+-

-
-

-+
+

+
+

).,(),(),,(
),,(),(),,(),(

11211

11212min
2

min
1 uyyuuy

uyyuyuyy

Представленная процедура обеспечивает точное решение двумерной
задачи на минимум без применения итерационных алгоритмов.

3 Задача на максимум нормы конечного состояния
Рассмотрим задачу максимизации нормы, которая представляет собой

характерный пример невыпуклой оптимизации. После параметризации
задача может быть формализована следующим образом:

max,)( ®yj .YyÎ (6)
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Здесь

,,
2
1,)( XyXyydy +=j

}.,1],,[:)...,,({ 1 miuuyyyyY im =Î== +-

Предположим, что матрица mnRX ´Î  имеет максимальный ранг,  т.  е.
)(yj  — строго выпуклая функция.

Выделим множество угловых точек гиперкуба Y  ( m2  вершин)
}.,1,:{* miuuyYyY i =Ú=Î= +-

Будем использовать известный результат: если 0y  —  глобальное ре-
шение задачи (6), то *

0 Yy Î .
Сформулируем задачу на множестве угловых точек

max,)( ®yj .*YyÎ (7)
Согласно предыдущему утверждению, задачи (6) и (7) эквивалентны.
Решение задачи (7) в простейшем варианте реализуется полным пере-

бором m2  угловых точек и соответствующих значений функции j . Если
эта процедура по вычислительным затратам не допустима, то можно ор-
ганизовать перебор угловых точек с монотонным увеличением значений

).(yj Здесь идеально подходит метод условного градиента на множестве

*Y . Проведем описание итерации метода.
Пусть *Yyk Î . Тогда

ÛÑ=
Î

+ yyy k

Yy

k ),(maxarg
*

1 j

.,1,),(maxarg1 miyyy i
k

i
uuy

k
i

i

=Ñ=
+-Ú=

+ j

Таким образом, для mi ,1=

ï
î

ï
í

ì

=ÑÚ
>Ñ
<Ñ

=

+-

+

-
+

.0)(,
,0)(,
,0)(,

1

k
i

k
i

k
i

k
i

yuu
yu
yu

y
j
j
j

Понятно, что
.0),(, 1

*
1 ³-ÑÎ ++ kkkk yyyYy j

Если kk yy ¹+1 , то имеет место строгое возрастание для функции j :

.),()()( 11 kkkkk yyyyy -Ñ>- ++ jjj
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Пусть для некоторого индекса }...,,1{ miÎ .0)( =Ñ k
i yj  Тогда

+-
+ Ú= uuyk

i
1 , т. е. всегда можно обеспечить условие k

i
k
i yy ¹+1 ,  что вле-

чет за собой свойство увеличения )()( 1 kk yy jj >+ .
Таким образом, условием остановки итерационного перебора является

совпадение kk yy =+1 , из которого следует, что miyk
i ,1,0)( =¹Ñ j .

Укажем один вариант тестирования точки ky  на оптимальность в слу-
чае остановки метода улучшения: kk yy =+1 . Проведем перебор соседних
с ky  угловых точек ,, jky mj ,1=  на предмет увеличения функции j  по
сравнению с )( kyj .

Если такое увеличение произошло, то соответствующая вершина jky ,

выбирается в качестве начального приближения для следующего цикла
итераций метода условного градиента. В противном случае вершину ky
можно объявить локальным максимумом в задаче (7).

Остается отметить, что соседняя угловая точка jky ,  получается из ky
переключением j -той координаты k

jy  между двумя значениями +- uu , :

если )( +-= uuyk
j , то )(,

-+= uuy jk
j .

4 Иллюстративные задачи
Пример 1. Оптимальное по энергии управление гармоническим ос-

циллятором [3]:
;1)0(,1)0(,, 211221 =-=+-== xxuxxxx &&

];,0[,1)( pÎ£ ttu

)).()((
2
1)( 2

2
2
1 pp xxu +=F

Реализуем параметризацию для .
2

),,(,2 121
p

=== tyyym

В результате простых расчетов получаем

,1)0( =F ,
11
11
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=X ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

0
2

d ,

2
2

2
111 21)( yyyy +++=F .

Переменные 21, yy  в выражении для )(1 yF  разделены, т. е. задачи
1||,)(1 £®F yexty  решаются элементарно.

Первая задача 1||min,)(1 £®F yy  имеет единственное решение
0,1 min

2
min
1 =-= yy , причем 0)( min

1 =F y . Следовательно, управление
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2

(,0
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2

,0[,1
)(min

pp

p

t

t
tu

является оптимальным в исходной задаче
Vuu Î®F min,)( .

Вторая задача 1||max,)(1 £®F yy  имеет два решения 1max
1 =y ,

1max
2 ±=y , причем 5)( max

1 =F y . Соответствующие управления
],0[,1)(max pÎ= ttu ,

ï
î

ï
í

ì

Î-

Î
=

].,
2

(,1

],
2

,0[,1
)(max

pp

p

t

t
tu

Следует отметить, что известно оптимальное управление в задаче
Vuu Î®F max,)(

ï
î

ï
í

ì

Î-

Î
=

],,
4

3(,1

],
4

3,0[,1
)(

pp

p

t

t
tuopt

со значением 82,5223)( »+=F optu .
Это управление получено в [2; 8] в результате нетривиальной числен-

ной реализации на основе условия глобального максимума. Управления
)(max tu , построенные аналитически, имеют простую структуру и обеспе-

чивают неплохое приближение к оптимуму по значению функционала
(отклонение 14%). При этом точное оптимальное управление получается
в результате процедуры параметризации для 4=m  перебором 42  угло-
вых точек.

Пример 2. Задача на экстремум нормы конечного состояния для двух-
ступенчатой системы

;)0(,)0(,, 0
22

0
11221 xxxxuxxx ==== &&

];,0[,1)( Tttu Î£

)).()((
2
1)( 2

2
2
1 TxTxu +=F

Для приближенного решения задачи min)( ®F u  с числовыми данны-
ми 1,2,2 0

2
0
1 -=== xxT  применим процедуру параметризации для

2=m .
В этом случае
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1)0( =F ,
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2

1
2

3
÷
÷
ø
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ç
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è

æ
=X ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
1
1

d ,

XyXyydy ,
2
1,)0()(1 ++F=F .

Стационарная точка параболоида )(1 yF  определяется линейной сис-
темой

0=+ XyXd T ,
которая конкретизируется в виде

457,4713 2121 =+=+ yyyy

с решением
2
3,

2
1 *

2
*
1 =-= yy .

Точка
2
3*

2 =y  нарушает ограничение 12 £y , поэтому в соответствии

со схемой решения из раздела 2 полагаем 12 =+y  и решаем первое уравне-
ние

13
34713 121 -=Þ=+ ++ yyy .

В результате получаем точку минимума

1,
13
3 min

2
min
1 =-= yy .

которой соответствует управление

ïî

ï
í
ì

Î

Î-=
],2,1(,1

],1,0[,
13
3

),( min

t

tytu

и значение функционала
26
1)( min

1 =F y .

Для задачи на максимум нормы ( Vuu Î®F max,)( ) оптимальное
управление известно [8]:

]2,0[,1)( Î-= ttuopt .
В рамках рассмотренной параметризации оно получается перебором

по четырем вершинам квадрата, что приводит к оптимальному результа-
ту:

1max
2

max
1 -== yy .

Заключение
Задачи на экстремум нормы конечного состояния линейной системы

рассматриваются на множестве кусочно-постоянных управлений на за-
данной сетке узлов аппроксимации. Соответствующая конечномерная
задача на минимум является выпуклой и эффективно решается стандарт-
ными алгоритмами квадратичного программирования. Специфика невы-
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пуклой задачи на максимум позволяет получить глобальное решение по-
средством процедуры конечного перебора явного набора угловых точек
допустимого множества.
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Abstract. The article studies extremum problems of the final state norm of a linear
dynamical system using methods of parameterization of admissible controls. Piecewise
continuous controls are approximated in the class of piecewise constant functions on
a uniform grid of nodes of the time interval by linear combinations of special support
functions. In this case, the restriction of a control of the original problem to the interval
induces the same restrictions for the variables of the finite-dimensional problems.

The finite-dimensional version of a minimum norm problem can effectively be re-
solved with the help of modern convex optimization programs. In the case of two vari-
ables, we propose an analytical method of resolution that uses a one-dimensional
minimization problem for a parabola over a segment.

For a non-convex norm maximization problem, the finite-dimensional version is re-
solved globally by exhaustive search over the vertices of a hypercube. The proposed
approach provides further insights into global resolution of non-convex optimal control
problems and is exemplified by some illustrative problems.

Keywords: linear control system; extremum problems of the final state norm;
piecewise constant approximation; finite-dimensional problems.
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