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Аннотация. В классе билинейных задач оптимального управления рассмат-
риваются методы нелокального улучшения управления на основе нестандарт-
ных формул приращения целевого функционала, не содержащих остаточных
членов разложений. Такие формулы позволяют конструировать условия
улучшения управления в форме специальных задач о неподвижной точке про-
екционных операторов управления. Рассматриваемая форма условий улучше-
ния управления в виде задач о неподвижной точке в пространстве управлений
дает возможность применить и модифицировать известные в вычислительной
математике методы неподвижных точек для  поиска улучшающих управлений
и построения релаксационных последовательностей  управлений. Анализи-
руются условия улучшения и оптимальности управления на основе задач о
неподвижной точке. Конструируются итерационные процессы поиска улуч-
шающих управлений и построения релаксационных последовательностей
управлений. Приводятся результаты аналитического и численного сравнения
эффективности предлагаемых проекционных методов оптимизации с извест-
ными проекционными методами на тестовых примерах.
Ключевые слова: билинейная управляемая система; операция проектирова-
ния; условия улучшения управления; задача о неподвижной точке; итераци-
онный алгоритм.
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Введение
Рассматривается класс билинейных управляемых систем, который опи-

сывается линейными по состоянию и управлению обыкновенными диффе-
ренциальными управлениями. Такими системами моделируются управляе-
мые динамические процессы в области биологии, экономики, медицины,
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энергетики [1; 2]. Теория и методы решения билинейных задач оптималь-
ного управления рассматривались во многих исследованиях [3–5].

В работе [5] на основе построения нестандартных формул приращения
целевого функционала, не содержащих остаточных членов разложений,
разработаны эффективные методы нелокального улучшения управления в
билинейных управляемых системах с квадратичными функционалами ка-
чества управления. Улучшение управления достигается решением специ-
альных задач Коши для фазовых и сопряженных систем в пространстве
состояний.

В данной статье рассматриваются новые модификации нелокальных
методов оптимизации применительно к рассматриваемому классу били-
нейных управляемых систем на основе представления условий нелокаль-
ного улучшения управления в форме задач о неподвижной точке в про-
странстве управлений. Этот подход позволяет получить новые особенно-
сти конструируемых методов оптимизации по сравнению с известными
методами, важные для повышения эффективности решения задач рас-
сматриваемого класса.

1 Условия улучшения и оптимальности управления
Рассматривается класс билинейных задач оптимального управления:

1( ) ( ( )) ( ( ), ( ), ) inf
T u V

u x t F x t u t t dtj
Î

F = + ®ò , (1)
0

0( ) ( ( ), ( ), ), ( ) ,x t f x t u t t x t x= =& 0 1( ) , [ , ]mu t U R t T t tÎ Ì Î = , (2)
в котором функция ( )xj  линейна на nR , функции ( , , )f x u t , ( , , )F x u t
линейны по переменной x , линейны по переменной u  и непрерывны по
переменной t  на множестве nR U T´ ´ . В качестве допустимых
управлений 1( ) ( ( ),..., ( ))mu t u t u t=  рассматривается множество V  кусочно-
непрерывных функций на интервале T со значениями в компактном и
выпуклом множестве mU RÌ . Начальное состояние 0x  и интервал T
фиксированы.

В работе используются общие обозначения билинейных функций
( , , )f x u t , ( , , )F x u t  для простоты и удобства представления конструкций

предлагаемых методов, а также общее обозначение линейной функции
( )xj для единообразия с общими обозначениями билинейных функций.

Функция Понтрягина с сопряженной переменной y  и стандартная
сопряженная система в общих обозначениях имеют вид:

( , , , ) , ( , , ) ( , , )H x u t f x u t F x u ty y= á ñ - , nRy Î ,
( ) ( ( ), ( ), ( ), )xt H t x t u t ty y= -& , t TÎ , 1 1( ) ( ( ))xt x ty j= - . (3)

Для допустимого управления v VÎ  обозначим ( , )x t v , t TÎ —
решение системы (2); ( , )t vy , t TÎ  — решение стандартной сопряженной
системы (3) при ( ) ( , )x t x t v= , ( ) ( )u t v t= . Будем использовать следующее
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обозначение частного приращения произвольной вектор-функции
1( ,..., )lg y y  по переменным

1sy ,
2sy :

1 2
1, ( ,..., )lz zs s g y yD =

1 2 1 21 1( ,..., ,..., ,..., ) ( ,..., ,..., ,..., )l ls s s sg y z z y g y y y y- .

Обозначим YP  — оператор проектирования  на множество kY RÌ  в
евклидовой норме:

( ) arg min( )Y y Y
P z y z

Î
= - , kz RÎ .

Важным свойством оператора проектирования является выполнение
неравенства:

( ), ( ) 0Y Yy P z z P z- - £ , y YÎ .
Известное [5; 6] необходимое условие оптимальности (принцип мак-

симума) для управления u VÎ  в классе билинейных задач (1),  (2)  можно
представить в форме:

( ) arg max ( ( , ), ( , ), , )

arg max ( ( , ), ( , ), ( ), ), , .
w U

u
w U

u t H t u x t u w t

H t u x t u u t t w t T

y

y
Î

Î

= =

= Î
(4)

С помощью отображения u* , определяемого соотношением:
( , , ) arg max ( , , , )

w U
u x t H x w ty y*

Î
= , nRy Î , nx RÎ , t TÎ ,

условие (4) можно записать в следующем виде:
( ) ( ( , ), ( , ), )u t u t u x t u ty*= , t TÎ .

Условие (4) с помощью операции проектирования можно записать в
эквивалентной форме с параметром 0a > :

( ) ( )( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )U uu t P u t H t u x t u u t ta y= + , t TÎ . (5)
Отметим, что для выполнения принципа максимума (4) достаточно

проверить условие (5) хотя бы для одного 0a > . Обратно, из условия (4)
следует выполнение условия (5) для всех 0a > .

Определим отображение ua  с параметром 0a >  с помощью
соотношения:

( ) ( ), , , ( , , , ) ,U uu x w t P w H x w ta y a y= + nx RÎ , nRy Î , w UÎ , t TÎ .
С помощью отображения ua  принцип максимума в проекционной

форме (5) можно записать в виде:
( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )u t u t u x t u u t ta y= , t TÎ . (6)

Рассмотрим задачу улучшения управления u VÎ : найти управление
v VÎ  с условием ( ) ( )v uF £F .

В соответствии с [5] в рассматриваемом классе задач (1), (2) имеют ме-
сто две нестандартные формулы приращения функционала, не содержа-
щие остаточных членов разложений:
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( )( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )

( ( , ), ( , ), ( ), ), ( ) ( ) ,

v v tT

uT

u H t u x t v u t t dt

H t u x t v u t t v t u t dt

y

y

D F = - D =

= -

ò
ò

                (7)

( )( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )

( ( , ), ( , ), ( ), ), ( ) ( ) .

v v tT

uT

u H t v x t u u t t dt

H t v x t u u t t v t u t dt

y

y

D F = - D =

= -

ò
ò

                 (8)

Для заданного u VÎ  найдем решения ( , )x t u , t TÎ  и ( , )t uy , t TÎ .
Рассмотрим уравнение относительно функции v VÎ  для заданного

0a > :
( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )v t u t u x t v u t ta y= , t TÎ . (9)

Пусть v Va Î  — решение уравнения (9). Тогда функция ( , )x t va , t TÎ
является решением специальной задачи Коши:

( ) ( ( ), ( ( , ), ( ), ( ), ), )x t f x t u t u x t u t t ta y=& , 0
0( )x t x= . (10)

Обратно, пусть ( )x t , t TÎ  — решение задачи Коши (10). Сформируем
выходное управление по правилу:

( ) ( ( , ), ( ), ( ), )v t u t u x t u t ta a y= , t TÎ .
Имеем, что v Va Î  и ( ) ( , )x t x t va= , t TÎ . Таким образом, v Va Î  явля-

ется решением уравнения (9).
Следовательно, для решения уравнения (9) на множестве допустимых

управлений достаточно решить специальную задачу Коши (10), и наобо-
рот.  В этом смысле уравнение (9)  является эквивалентным задаче Коши
(10).

В силу свойств оператора проектирования (однозначность, условие
Липшица) задача Коши (10)  имеет единственное решение и однозначно
определяет выходное управление v Va Î .

Таким образом, получаем следующее утверждение.
Теорема 1. Уравнение (9) имеет единственное решение v Va Î .
Отметим, что метод решения уравнения (9) по правилу:

( ) ( ( , ), ( ), ( ), )v t u t u x t u t ta a y= , t TÎ ,
где ( )x t , t TÎ  — решение специальной задачи Коши (10), является  экви-
валентным известному [3] проекционному методу нелокального улучше-
ния управления, применяемым к билинейной задаче (1), (2).

На решении v Va Î  уравнения (9), согласно свойству оператора проек-
тирования, выполняется  неравенство:

21( ( , ), ( , ), ( ), ), ( ) ( ) ( ) ( )uH t u x t v u t t v t u t v t u ta a ay
a

- ³ - , t TÎ .

В результате по формуле (7) получаем улучшение заданного
управления u VÎ с оценкой:
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21( ) ( ) ( )
v T

u v t u t dta
a

a
D F £ - -ò . (11)

Таким образом, уравнение (9) можно рассматривать как условие улуч-
шения  управления u VÎ .

Рассмотрим второе уравнение относительно функции v VÎ  для задан-
ного 0a > :

( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )v t u t v x t u u t ta y= , t TÎ . (12)
Пусть v Va Î  — решение уравнения (12). Тогда функция ( , )t vay ,

t TÎ , ввиду свойства линейности задачи (1), (2) по переменной x , удов-
летворяет специальной задаче Коши:

( ) ( ( ), ( , ), ( ( ), ( , ), ( ), ), )xt H t x t u u t x t u u t t tay y y= -& , 1 1( ) ( ( , ))xt x t uy j= - .   (13)
Обратно, пусть ( )ty , t TÎ  — решение задачи Коши (13). Сформируем

выходное управление по правилу:
( ) ( ( ), ( , ), ( ), )v t u t x t u u t ta a y= , t TÎ .

Имеем, что v Va Î  и ( ) ( , )t t vay y= , t TÎ . Таким образом, v Va Î  яв-
ляется решением уравнения (12).

Следовательно, для решения уравнения (12) на множестве допустимых
управлений достаточно решить специальную задачу Коши (13) и наобо-
рот.  В этом смысле уравнение (12) является эквивалентным задаче Коши
(13).

В силу свойств оператора проектирования (однозначность, условие
Липшица) задача Коши (13) также имеет единственное решение и
однозначно определяет выходное управление v Va Î .
Таким образом, получаем следующее утверждение.

Теорема 2. Уравнение (12) имеет единственное решение v Va Î .
Также отметим, что метод решения уравнения (12) по правилу:

( ) ( ( ), ( , ), ( ), )v t u t x t u u t ta a y= , t TÎ ,
где ( )ty , t TÎ  —  решение задачи Коши (13),  является эквивалентным
другому известному [3] проекционному методу нелокального улучшения
управления, рассматриваемым применительно к билинейной задаче (1),
(2).

На решении v Va Î  уравнения (12), согласно свойству оператора про-
ектирования, выполняется  неравенство:

21( ( , ), ( , ), ( ), ), ( ) ( ) ( ) ( )uH t v x t u u t t v t u t v t u ta a ay
a

- ³ - , t TÎ .

В результате по формуле (8) получаем улучшение заданного
управления u VÎ с оценкой (11).

Следовательно, уравнение (12) можно рассматривать как второе усло-
вие улучшения  управления u VÎ .

Предлагаемые первый и второй проекционные методы улучшения
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управления заключаются в решении уравнений (9) и (12) соответственно.
Таким образом, предлагаемые проекционные методы улучшения управ-
ления отождествляются с уравнениями (9) и (12) в пространстве управле-
ний.

При этом отметим, что указанные выше известные проекционные ме-
тоды улучшения управления [5] в рамках задачи (1), (2) отождествляются
со специальными задачами Коши (10) и (13) в пространстве состояний.

На основе предлагаемых проекционных методов улучшения управле-
ния (9) и (12) можно сформулировать следующее утверждение.

Теорема 3. Управление u VÎ  удовлетворяет принципу максимума (6)
при некотором 0a >  тогда и только тогда, когда решения уравнений (9) и
(12) удовлетворяют условию v ua = .

Действительно, если при некотором 0a >  получаем v ua = , то
соотношения (9) и (12) совпадают с условием принципа максимума (6).

Обратно, пусть u VÎ  удовлетворяет принципу максимума (6) при
некотором 0a > . Тогда очевидно, что управление u VÎ  удовлетворяет
уравнениям (9) и (12) при v u= . Следовательно, в силу единственности
решения, v ua = .

В качестве следствия отметим, что в силу единственности решений
уравнений (9) и (12) управление, удовлетворяющее принципу максимума,
строго не улучшается рассматриваемыми проекционными методами
улучшения управления в классе билинейных задач (1), (2).

Из теоремы также следует, что проекционные методы строго улучшают
любые управления, не удовлетворяющие принципу максимума, согласно
оценке (11).

В качестве еще одного следствия получаем новую формулировку из-
вестного необходимого  условия оптимальности (6) на основе рассмот-
ренных проекционных методов улучшения управления.

Теорема 4 (принцип максимума). Пусть управление u VÎ  оптимально
в билинейной задаче (1), (2).

Тогда u VÎ  является единственным решением уравнений (9) и (12)
при всех 0a > .

Форма полученных условий улучшения управления (9) и (12) позволя-
ет рассматривать эти условия как задачи о неподвижной точке на множе-
стве допустимых управлений. Это дает возможность применить новый
подход к решению этих уравнений.

2  Модификации проекционных методов оптимизации
Для численного решения задачи о неподвижной точке оператора

:G V VE E® , действующего на множестве VE  в полном нормированном
пространстве E  с нормой

E
×

( )v G v= , v VEÎ ,
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можно использовать известный в вычислительной математике метод по-
следовательных приближений и его модификации [7]. В частности, мож-
но применить явный метод простой итерации с индексом 0k ³ , имеющий
форму:

1 ( )k kv G v+ = , 0v VEÎ .
Сходимость итерационного процесса можно анализировать с помощью

известного принципа сжимающих отображений.
Для решения задач о неподвижной точке (9)  и (12)  методы простой

итерации с заданным начальным приближением 0v VÎ  при 0k =
принимают соответственно следующий вид:

1( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )k kv t u t u x t v u t ta y+ = , t TÎ . (14)
1( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )k kv t u t v x t u u t ta y+ = , t TÎ . (15)

Сходимость итерационных процессов (14) и (15) можно анализировать
с помощью известного принципа сжимающих отображений в полном
пространстве измеримых функций:

{ ( ) : ( ) , }LV V v L T v t U t T¥Ì = Î Î Î

с нормой sup ( )
t T

v ess v t
¥

Î
= , Lv VÎ .

В частности, можно показать аналогично работе [8], что при достаточ-
но малых параметрах проектирования 0a >  процессы (14)  и (15)  могут
сходиться в норме

¥
×  к решениям соответствующих задач о неподвиж-

ной точке (9) и (12).
В предположении сходимости итерационных процессов (14) и (15) для

заданного 0a >  рассмотрим следующие модификации проекционных
методов последовательных приближений управления.

В предлагаемых модификациях проекционных методов в качестве на-
чального приближения рассматривается управление 0v VÎ , не являющее-
ся экстремальным управлением, т. е. не удовлетворяющее принципу мак-
симума. Итерации по индексу 0k ³  проводятся до первого строгого
улучшения управления u VÎ  по целевому функционалу: ( ) ( )kv uF < F .
Далее строится новая задача о неподвижной точке для улучшения полу-
ченного расчетного управления и итерационный  процесс повторяется.

Если строгое улучшение управления u  не происходит по индексу
0k ³ ,  т.  е. ( ) ( )kv uF ³ F , то получаем условие: ( ) ( )v uaF = F , где va  —

решение соответствующих задач о неподвижной точке:
( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )v t u t u x t v u t ta y= , t TÎ .
( ) ( ( , ), ( , ), ( ), )v t u t v x t u u t ta y= , t TÎ .

При этом в силу оценки (11) получаем,  что vu a= , т. е. управление u
удовлетворяет необходимому условию оптимальности (6).
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В результате возникают релаксационные последовательности управле-
ний lu , 0l ³  со свойством 1( ) ( )l lv u+F < F , образуемые в результате по-
следовательного расчета задач улучшения управления (9)  и (12)  соответ-
ственно.

В случае конечной релаксационной последовательности lu , 0l ³ , ко-
гда строгое улучшение конечного управления lu  не происходит по ин-
дексу 0k ³ , т. е. ( ) ( )k lv uF ³ F , имеем для конечного управления lu  вы-
полнение необходимого условия оптимальности (6).

Для случая бесконечной релаксационной последовательности lu ,
0l ³ , когда 1( ) ( )l lu u+F < F ,  получаем следующее. В задаче (1), (2) се-

мейство фазовых траекторий системы (2) в совокупности ограничено:
( , )x t u XÎ , t TÎ , u VÎ ,

где nX RÎ  — выпуклое компактное множество. В силу ограниченности
семейства фазовых траекторий последовательности ( )luF , 1l ³  ограни-
чены снизу. Следовательно, с учетом релаксации, эти последовательности
являются сходящимися, т. е.

1( ) ( ) 0l lu u+F -F ® , l ®¥ .
Отсюда возникают следующие критерии окончания расчета задачи (1),

(2) предлагаемыми модификациями методов.
Если выполнилось первое строгое  улучшение управления lu VÎ  по

индексу 0k ³ : ( ) ( )k lv uF < F , то 1l ku v+ =  и проверяется условие останов-
ки расчета по функционалу:

1
1( ) ( ) ( )l l lu u ue+F -F F£ ,

где 1 0e >  — заданная относительная точность расчета целевого функ-
ционала.

Если указанный критерий остановки выполнился, то на этом расчет
предлагаемыми модификациями методов заканчивается. Иначе строится
новая задача о неподвижной точке для улучшения полученного расчетно-
го управления 1lu +  и итерационный  процесс повторяется.

Если строгое улучшение управления lu VÎ  по индексу 0k ³  не про-
исходит,  т.  е. ( ) ( )k lv uF ³ F , то итерационный процесс проводится до
выполнения условия:

1
2

k k kv v ve+

¥ ¥
- £ ,

где 2 0e >  — заданная относительная точность расчета задачи о непод-
вижной точке. На этом расчет  предлагаемыми модификациями методов
заканчивается.

Для сравнения предлагаемых модификаций проекционных методов на
основе методов улучшения (9) и (12) рассмотрим известные проекцион-
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ные методы на основе методов улучшения (10) и (13), конструируемые по
следующим образом.

Для заданного начального (стартового) управления u VÎ  находится
решение соответствующих специальных задач Коши (10) и (13) с выход-
ным управлением v Va Î , которое обеспечивает улучшение управления с
оценкой (11). Полученное выходное управление принимается в качестве
нового управления, для которого указанный процесс улучшения повторя-
ется.

Проведем анализ сходимости соответствующих релаксационных по-
следовательностей управлений lu , 0l ³ , образуемых в результате после-
довательного расчета специальных задач Коши (10) и (13) соответствен-
но.

Для каждого 0l ³  рассмотрим величину
1) ( ) ( ) 0( l l lu uud += F -F ³ .

Если ) 0( lud = ,  то в силу оценки (11)  получаем,  что 1l luu += , т. е.
управление lu  удовлетворяет необходимому условию оптимальности (6).
Таким образом, величина )( lud  характеризует  невязку (меру) выполне-
ния необходимого условия оптимальности (6) на управлении lu .

Теорема 5. Релаксационные последовательности допустимых управле-
ний lu , 0l ³ ,  построенные на основе методов улучшения (10)  и (13),
сходятся по невязке необходимого условия оптимальности (6):

) 0( lud ® , l ®¥ .
Доказательство. В задаче (1), (2) семейство фазовых траекторий систе-

мы (2) в совокупности ограничено:
( , )x t u XÎ , t TÎ , u VÎ ,

где nX RÎ  — выпуклое компактное множество. В силу ограниченности
семейства фазовых траекторий последовательности ( )luF , 1l ³  ограни-
чены снизу. Следовательно, с учетом релаксации, эти последовательности
являются сходящимися, т. е.

1) ( ) ( ) 0( l l lu uud +=F -F ® , l ®¥ .
Критерием окончания расчета задачи (1), (2) предлагаемым методом

является выполнение условия:
1( ) ( ) ( ) ( )l l l lu v u ud e+= F -F F£ ,

где 0e >  — заданная относительная точность расчета целевого функцио-
нала.

Отметим следующие сравнительные особенности рассмотренных
предлагаемых методов.

1. Предлагаемые модификации проекционных методов на основе ме-
тодов улучшения (9) и (12), в отличие от известных градиентных методов,
не гарантируют релаксацию по целевой функции на каждой итерации по-
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следовательных приближений управления. Свойство релаксации
компенсируется нелокальностью последовательных приближений
управления и отсутствием на каждой итерации достаточно трудоемкой
операции выпуклого или игольчатого варьирования управления в
окрестности текущего приближения управления.

2. В рассматриваемых модификациях проекционных методов на осно-
ве методов улучшения (9) и (12), в отличие от известных [5] проекцион-
ных методов на основе методов улучшения (10) и (13), на каждой итера-
ции решается обычная задача Коши с предварительно вычисленным
управлением, в отличие от достаточно трудоемкого решения специальных
задач Коши (10) и (13) с  проекционным оператором в правой части сис-
тем дифференциальных уравнений.

3. Известные [5] проекционные методы на основе методов улучшения
(10) и (13) в силу единственности решения специальной задачи Коши не
могут строго улучшать экстремальные управления, т. е. удовлетворяющие
принципу максимума. Предлагаемые модификации проекционных мето-
дов имеют такую возможность за счет конструирования последователь-
ных приближений управления, отличающихся от экстремального управ-
ления.

Данные особенности рассматриваемых модификаций проекционных
методов на основе условий нелокального улучшения управления в форме
задач о неподвижной точке являются важными факторами для повышения
вычислительной эффективности решения билинейных задач оптимально-
го управления по сравнению с известными градиентными и проекцион-
ными методами.

3 Примеры
Рассматриваются примеры, иллюстрирующие характерные особенно-

сти и вычислительную эффективность предлагаемых модификаций про-
екционных методов оптимизации по сравнению с известными методами.

Численное решение фазовых и сопряженных задач Коши производи-
лось методом Рунге — Кутта — Вернера переменного (5-6) порядка точ-
ности с помощью программы DIVPRK  библиотеки IMSL  Fortran
PowerStation 4.0 [9]. Значения управляемых, фазовых и сопряженных пе-
ременных запоминались в узлах фиксированной равномерной сетки hT с
шагом дискретизации 310h -=  на интервале T . В промежутках между
соседними узлами сетки hT значение управления  принималось постоян-
ным и равным значению в левом узле. Критерии остановки расчета опре-
делялись значениями 6

1 10e e -= =  и 4
2 10e -= .
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Пример 1 (строгое улучшение экстремального управления).
Рассматривается известная билинейная задача [5, c. 19]:

2

0

( ) (2) 2 ( )(2 3 ( )) inf
u V

u x x t u t dt
Î

F = - + - ®ò ,

( ) 2( ( ) 1)x t u t t= -& , (0) 1x = , ( ) [0,1]u t UÎ = , [0,2]t TÎ = .
Функция Понтрягина и сопряженная система имеют вид:

( , , , ) 2 ( 1) 2 (2 3 )H x u t u t x uy y= - - - ,
( ) 2(2 3 ( ))t u ty = -& , (2) 1y = .

Отображение u*  можно представить в форме
0, ( , , ) 0,

( , , ) 1, ( , , ) 0,
, ( , , ) 0,

g x t
u x t g x t

w U g x t

y
y y

y

*

<ì
ï= >í
ï Î =î

( , , ) 2 6g x t t xy y= + ,

Экстремальные управления определяются на основе решений краевой
задачи принципа максимума:

( ) 2( ( ( ), ( ), ) 1)x t u t x t t ty*= -& , (0) 1x = ,
( ) 2(2 3 ( ( ), ( ), ))t u t x t ty y*= -& , (2) 1y = .

Анализ краевой задачи показывает существование трех экстремальных
режимов:
1. ( ) 1x t = , ( ) 2 5t ty = - + , t TÎ  с соответствующим управлением ( ) 1u t = ,
t TÎ  и значением функционала ( ) 5uF = - .

2.
2

1, 0 1,
( )

2, 1 2,
t

x t
t t

£ £ì
= í

- + £ £î
,

2 1, 0 1,
( )

4 7, 1 2,
t t

t
t t

y
- - £ £ì

= í - £ £î
 с соответствующим

управлением
1, 0 1,

( )
0, 1 2,

t
u t

t
£ <ì

= í £ £î
 и значением функционала 4( )

3
uF = - .

3.
2

31, 0 ,
4( )

25 3, 2,
16 4

t
x t

t t

ì £ £ïï= í
ï- + £ £
ïî

,

5 32 , 0 ,
2 4( )

34 7, 2,
4

t t
t

t t
y

ì- - £ £ïï= í
ï - £ £
ïî

 с соответст-

вующим управлением

31, 0 ,
4( )

30, 2,
4

t
u t

t

ì £ <ïï= í
ï £ £
ïî

 и значением функционала

65( )
48

uF = - .

Таким образом, оптимальным решением задачи оптимального управ-
ления является первое экстремальное управление.
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Рассмотрим задачу улучшения второго экстремального управления
1, 0 1,

( )
0, 1 2

t
u t

t
£ <ì

= í £ £î
c помощью  модификации проекционного метода оптимизации на основе
метода улучшения (9).

Отображение ua  с параметром 0a >  можно записать в форме:
( ) ( ), , , ( , , )Uu x w t P w g x ta y a y= + , ( , , ) 2 6g x t t xy y= + .

Отсюда задача о неподвижной точке (9) для улучшения экстремально-
го управления  принимает следующий вид:

(1 (2 ( 2 1) 6 ( , )), 0 1,
( )

( (2 (4 7) 6 ( , )), 1 2.
U

U

P t t x t v t
v t

P t t x t v t
a

a
+ - - + £ <ì

= í - + £ £î

Метод простой итерации для 0k ³ соответственно имеет вид:

1 (1 (2 ( 2 1) 6 ( , )), 0 1,
( )

( (2 (4 7) 6 ( , )), 1 2.

k
Uk

k
U

P t t x t v t
v t

P t t x t v t
a

a
+

ì + - - + £ <ï= í
- + £ £ïî

В качестве начальных приближений для метода простой итерации при
0k = рассматривались  управления, которые не являются экстремальны-

ми управлениями, в частности 0 ( ) 0v t =  и 0 ( ) 0.5,v t = t TÎ . При 210a =
для обоих начальных приближений получалось расчетное управление

( ) 1,u t =% t TÎ  с трудоемкостью, которая оценивается суммарным коли-
чеством 26 и 14 задач Коши  соответственно. При достаточно больших a
итерационный процесс не сходится, при достаточно малых a  сходимость
существенно замедляется с соответствующим увеличением суммарного
количества расчетных задач Коши.

Пример иллюстрирует возможность строгого улучшения экстремаль-
ного управления предлагаемой модификацией проекционных методов.
Градиентные методы такой возможностью не обладают.

Пример 2 (сравнительная  эффективность).
Проводится сравнение результатов расчета задачи примера 1 предла-

гаемой модификацией метода на основе метода улучшения (9) с
фиксированным 310a =  и различными начальными  приближениями

0v VÎ  для метода простой итерации при 0k = , не являющимися экстре-
мальными управлениями, с известным проекционным методом на основе
метода улучшения (10) для различных стартовых управлений u VÎ .
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В таблицах приводятся результаты расчета по итерациям улучшения с
индексом 0l ³  до выполнения критериев остановки. Здесь F  и F%  —
расчетные значения целевого функционала соответственно  проекцион-
ным методом (10) и предлагаемой модификацией на основе метода (9). На
рисунках демонстрируются конечные расчетные управления u  и u% ,  по-
лученные указанными  методами. Соответствующие суммарные количе-
ства расчетных задач Коши N и N% приводятся с учетом остановки по
указанным критериям.

1) 0u = :
l F F%
1 -1.354166666666666 -1.202510431999998
2 -1.354166666666666 -1.341536106085704
3 -1.709556895999993
4 -4.387292666666666
5 -5.000000000000000
6 -5.000000000000000

Начальное приближение для метода простой итерации выбиралось
0 0v = . При этом получалось 5N =  с расчетным третьим экстремаль-

ным управлением и 2 9N =%  с расчетным оптимальным управлением.
При начальном приближении для метода простой итерации 0 0.5v =  ко-
личество расчетных задач Коши сократилось до 1 8N =% с тем же коли-
чеством итераций улучшения и расчетным оптимальным управлением.

Рис. 1. Расчетные управления u и u%
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2) 0.5u = :
l F F%
1 -5.000000000000000 0.333333333333333
2 -5.000000000000000 -1.202510431999998
3 -1.341536106085704
4 -1.709556895999993
5 -4.387292666666666
6 -5.000000000000000
7 -5.000000000000000

Начальное приближение 0 0v =  для метода простой итерации, 5N =  и
32N =%  с расчетным оптимальным управлением. При начальном

приближении для метода простой итерации 0 0.5v =  количество расчет-
ных задач Коши уменьшилось до 18.N =%

Рис. 2. Расчетные управления u и u%
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Результаты проведенных расчетов показывают, что модификация про-
екционного метода на основе (9) позволяет получить оптимальное реше-
ние ( ) 1,u t = t TÎ  с различных стартовых управлений,  в том числе с экс-
тремальных стартовых управлений. Известный проекционный метод (10)
позволяет получить только экстремальное управление, но не может стро-
го улучшить неоптимальное экстремальное управление.

Заключение
В классе билинейных управляемых систем:
1) построены конструктивные условия нелокального улучшения управ-

лений в форме задач о неподвижной точке в пространстве управлений;
2) получены новые формы принципа максимума на основе конструи-

руемых задач о неподвижной точке;
3) разработаны модификации итерационных методов для оптимизации

билинейных задач оптимального управления.
Выделим основные вычислительные особенности предлагаемых мо-

дификаций проекционных методов в классе билинейных задач оптималь-
ного управления.

1. Нелокальность улучшения управления и отсутствие трудоемкой
операции выпуклого или игольчатого варьирования управления на каж-
дой итерации, характерной для градиентных методов.

2. Возможность строгого улучшения экстремальных управлений в от-
личие от градиентных и  известных нелокальных проекционных методов.

3. Численное решение обычных фазовых и сопряженных систем с
заранее вычисляемым  управлением на каждой итерации, в отличие от
численного решения трудоемких для реализации специальных фазовых и
сопряженных систем в известных нелокальных проекционных методах.

Указанные свойства методов являются важными факторами для повы-
шения эффективности оптимизации билинейных управляемых систем.
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Abstract. In the class of bilinear optimal control problems, methods of nonlocal im-
provement of control are considered based on non-standard formulas for the increment
of the objective functional that do not contain the remainder of the expansions. Such
formulas make it possible to construct conditions for improving control in the form of
special fixed point problems of projection control operators. The considered form of
control improvement conditions in the form of fixed point problems in the control
space makes it possible to apply and modify the fixed point methods known in compu-
tational mathematics to find improving controls and construct relaxation control se-
quences. The conditions for improvement and optimality of control based on fixed
point problems are analyzed. Iterative processes of searching for improving controls
and constructing relaxation sequences of controls are constructed. The results of ana-
lytical and numerical comparison of the effectiveness of the proposed projection opti-
mization methods with the known projection methods on test examples are presented.
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