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Аннотация. В работе исследуются динамические системы на плоскости, за-
даваемые кусочно-гладкими векторными полями, зависящими от параметров.
Рождение периодических траекторий из особой точки на линии разрыва поля
при изменении параметров при разных условиях рассматривалось во многих
работах. В частности, изучались бифуркации сшитого фокуса, аналогичные
бифуркации Андронова — Хопфа негрубого фокуса гладкого векторного по-
ля.   Поскольку динамические системы, используемые в приложениях, часто
обладают разного рода симметрией, несомненный интерес представляет изу-
чение бифуркаций в таких системах. Мы рассматриваем кусочно-гладкое век-
торное поле, «сшитое» из гладких векторных полей, определенных в верхней
и нижней полуплоскостях, не меняющееся при преобразовании симметрии
относительно начала координат О и имеющее в начале координат сшитый
фокус кратности один или два. Описаны бифуркации фазовых портретов в
окрестности точки О, соответственно при типичных однопараметрических и
двухпараметрических возмущениях векторного поля. В частности, указаны
области параметров, для которых в окрестности О существуют предельные
циклы.
Ключевые слова: кусочно-гладкое векторное поле; плоскость; особая точка;
сшитый фокус; бифуркационная диаграмма; периодическая траектория.
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Введение
Изучению локальных бифуркаций кусочно-гладких динамических сис-

тем на плоскости посвящено значительное число научных работ. Наи-
больший интерес представляют бифуркации рождения периодических
траекторий из особых точек. Различные варианты бифуркаций сшитого
фокуса в семействах кусочно-гладких динамических систем, зависящих
от одного или двух параметров, рассматривались в [1–6]. В приложениях
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часто используют дифференциальные уравнения, инвариантные относи-
тельно центральной симметрии. Поэтому естественной является задача
описания бифуркаций сшитого фокуса в типичных семействах кусочно-
гладких систем с такой симметрией. В настоящей работе она будет реше-
на для одно- и двухпараметрических семейств. Условия, выделяющие та-
кие семейства, даются в явном виде через коэффициенты тейлоровских
разложений компонент векторных полей семейств.

1 Условия и результаты
Пусть X +  – rC -векторное поле  ( 5r ³ ), заданное в верхней полуплос-

кости 2 2: {( , ) : 0}x y y+ = Î ³R R . Преобразование центральной симметрии
: ( , ) ( , )S x y x y- -a  переводит векторное поле X +  в векторное поле X - ,

заданное в нижней полуплоскости 2 2: {( , ) : 0}x y y- = Î £R R : 2( , )x y -" ÎR
( , ) ( , )X x y X x y- += - - - . Векторные поля X +  и X -  определяют кусочно-

гладкое векторное поле ( , )X X X+ -=  на 2R  [1;  3;  6].   Обозначим r
SC

множество таких векторных полей.
Будем рассматривать семейство векторных полей ( , ) r

SX X Xm m m
+ -= ÎC ,

зависящих от параметра 1( ,..., )nm m m= , меняющегося в некоторой окре-
стности нуля в пространстве nR  ( 1n ³ ). Пусть

( )( , ) ( , , ), ( , , )X x y P x y Q x ym m m+ = , где P  и Q  – rC -функции,
2 2 2

0 4
( , , ) ( ) (( ) )m n

mn
m n

P x y p x y o x ym m
£ + £

= + +å % ,

2 2 2

0 4
( , , ) ( ) (( ) )m n

mn
m n

Q x y q x y o x ym m
£ + £

= + +å % .

Обозначим : (0)mn mnp p= % , : (0)mn mnq q= % , , : (0) /mn k mn kp p m= ¶ ¶% ,

, : (0) /mn k mn kq q m= ¶ ¶%   ( 1,...,k n= ). Будем предполагать, что

00 0p < , 00 0q = , 10 0q > .                                      (1)
Тогда уравнение ( ,0, ) 0Q x m =  имеет решение ( )x x m= , определенное в
некоторой окрестности нуля в пространстве параметров, при этом

(0) 0x = , 00, 10( ) /
k kq qmx m¢ = -  ( 1,...,k n= ),                        (2)

sgn ( ,0, ) sgn( ( ))Q x xm x m= - ;                                   (3)
функция ( , , ) : ( , , ) / ( , , )R x y Q x y P x ym m m=  определена в некоторой окрест-
ности нуля в пространстве переменных ( , , )x y m . Нетрудно убедиться, что

2 2 2

1 4
( , ,0) (( ) )m n

mn
m n

R x y r x y o x y
£ + £

= + +å ,

где

10
10

00

qr
p

= , 01
01

00

qr
p

= , 00 20 10 10
20 2

00( )
p q p qr

p
-

= , 00 02 10 01
02 2

00( )
p q p qr

p
-

= ,
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00 11 10 01 01 10
11 2

00( )
p q p q p qr

p
- -

= ,

2
00 30 10 00 20 10 10 00 20 10

30 3
00

( ) ( )
( )

p q p p q p q p p qr
p

- - -
= ,

2
00 21 10 00 11 10 01 01 10 00 20 01

21 3
00

( ) ( )
( )

p q p p q p q p q p p qr
p

- - - -
= ,

2
40 00 30 10 00 20 10 10 00 20 10

40 10 4
00 00

( ) ( )
( )

q p q p p q p q p p qr p
p p

- - -
= - -

20 00 20 10 10 30 10
3 2

00 00

( ) .
( ) ( )

p p q p q p q
p p

-
- -

Из [1, с. 175–177] следует, что найдется такое число 0d > ,  что при
всех m , достаточно близких к нулю, ( ) ( , )d dx m Î - , равенство (3) выпол-

няется для всех [ , ]x d dÎ - , а положительная полутраектория поля X m
+ ,

начинающаяся в точке с координатами ( ,0)x , [ ( ), ]x dx mÎ ,   кончается в
точке с координатами ( ( , ), 0)xs m+ ,

2 2 3

4

( , ) 2 ( ) ( )( ( )) ( )( ( ))

( )( ( )) ( ( ), ),

x x A x A x

K x s x

s m x m m x m m x m

m x m x m m
+ = - + - - - +

+ - + -
          (4)

где
( , )s × ×  – rC -функция в окрестности точки (0,0) , 4( , ) ( )s u o um = ,        (5)

2( ) ( ( ),0, )
3

x y xx

x

P Q QA
P Q

m x m m
¢ ¢+ ¢¢æ ö

= -ç ÷¢è ø
,                               (6)

3 11

2 3
01 20 20 01 30 20 30 40

10 02 212 3 2
10 10 10 10 10

(0)10(0) ( (0)
11 5

( ) 2( ) 2 5 32 2 .
15 ( ) ( ) ( )

r AK A

r r r r r r r rr r r
r r r r r

= + +

æ ö
+ - - - + + -ç ÷

è ø
Из (6) и (2)  получаем
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è ø
,

10, 01, 10 20 11 00, 00 10 01 00, 10 10 00,
2

10 00

(( ) (2 ) ) ( )( )2(0)
3 ( )k

k k k k kp q q p q q p p q p q p q
A

q pm

+ - + - + -
¢ = -

20, 10 30 00, 10 20 10, 10 20 00,
3

10

( 3 ) ( 2 )2
3 ( )

k k k kq q q q q q q q q q
q

- - -
- × , 1,...,k n= .



ВЕСТНИК БУРЯТСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА

2021/3

6

Теорема 1. Пусть 1n = , выполняются условия (1), (0) 0A > , (0) 0x ¢ > .
Тогда существует окрестность U  точки O  и число 0d >  такие, что
для  векторных полей X m , m d< ,  в U  справедливы утверждения:

При 0m =  поле X m  имеет  единственную особую точку O , все  ос-
тальные траектории w -предельны к O  и выходят из U  при убывании
времени (рис. 1б).

При 0d m- < <  поле X m  имеет три грубые особые точки

( ( ),0)Om x m± = ±  и O , а также  грубую устойчивую периодическую тра-
екторию ( )mG . Остальные траектории w -предельны к ( )mG , за исклю-
чением двух, кончающихся при возрастании времени в точках Om

± . Тра-
ектории в области G , ограниченной ( )mG , за исключением двух, кон-
чающихся при убывании времени в точках Om

± , a -предельны к O ; тра-

ектории, начинающиеся  в \U G , выходят из U при убывании времени
(рис. 1а).

При 0 m d< <  поле X m  имеет особые точки ( ( ),0)Om x m± = ±  и O . Ос-
тальные траектории w -предельны к O , кроме двух, кончающихся при
возрастании времени в точках Om

± , и выходят при убывании времени из

U , за исключением двух, кончающихся в точках Om
±  (рис. 1в).

Замечание 1. К случаю, рассмотренному в теореме 1, сводятся случай
0 0A <  – переходом к семейству X m-  (на рис. 1 надо обратить стрелки на

траекториях),  случай (0) 0x ¢ <  – заменой параметра m m-a .

Рис. 1. К теореме 1. Перестройки фазовых портретов

Теорема 2. Пусть 2n = , выполняются условия (1), (0) 0A = , (0) 0K > ,

1 2 2 1
(0) (0) (0) (0) 0A Am m m mx x¢ ¢ ¢ ¢- ¹ . Пусть 1 2 1 2( , ) ( , )

T
e e e m m m= ® =  – отобра-

жение, обратное отображению 1 2( ( ), ( ))Am e m e x m= - =a  в некоторой
окрестности точки 0m = . Тогда существуют окрестность U  точки O ,
число 0d >  и разбиение  области 2( , )d d-  изменения параметров

1 2( , )e e e=  на множества 0 {(0,0)}B = , 1 (0, ) {0}dB = ´ ,

2 2 1{ : ( )}be e eB = = , где : (0, ) (0, )b d d® , 1b CÎ , ( 0) ( 0) 0b b¢+ = + = ,
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3 ( ,0) {0}dB = - ´ , и множества kE , 1,2,3k = , являющиеся связными ком-
понентами 2 3

0( , ) \ k kd d =- BU , граница которых содержит kB  и 1k+B
(здесь 4 1:B = B ) (рис. 2), такие, что для векторных полей ( )TX e ,

2( , )e d dÎ -  справедливы следующие утверждения:
При 0e ÎB  и 3e ÎB поле ( )TX e  имеет в U  устойчивый сшитый фокус

O . Все остальные траектории w -предельны к O  и выходят из U  при
убывании времени (рис 2).

При 1e ÎB поле ( )TX e  имеет в U неустойчивый сшитый фокус O  и
устойчивую грубую периодическую траекторию. Остальные траектории
w -предельны к периодической траектории и либо a -предельны к O , ли-
бо выходят из U   при убывании времени (рис 2).

При 1e ÎE поле ( )TX e  имеет в U  три грубые особые точки

2( ,0)Oe e± = ±  и устойчивый узел O , и две грубые периодические траек-
тории, устойчивую и неустойчивую. Поведение остальных траекторий
изображено на рис 2.

При 2e ÎB поле ( )TX e  имеет в U  три грубые особые точки  –

2( ,0)Oe e± = ± , устойчивый узел O  и единственную периодическую тра-
екторию – двойной цикл. Поведение остальных траекторий  изображено
на рис. 2.

 При 2e ÎE  поле ( )TX e  имеет в U  три грубые особые точки –

2( ,0)Oe e± = ±  и устойчивый узел O .  Поведение остальных траекторий
изображено на рис. 2.

При 3e ÎB поле ( )TX e  имеет в U  устойчивый сшитый фокус O . Все
остальные траектории w -предельны к O  и выходят из U  при убывании
времени (рис. 2).

При 3e ÎE  поле ( )TX e  имеет в U  три грубые особые точки –

2( ,0)Oe e± = ± , неустойчивый узел O  и грубую устойчивую периодическую
траекторию. Поведение остальных траекторий  изображено на рис 2.

Замечание 2.   Случай (0) 0K <  сводится к рассмотренному случаю
переходом к семейству X m-  (на рис. 2 следует  изменить направление на
траекториях на противоположное).

Замечание 3. Из теорем 1, 2 и работ [1; 4; 5] видно, что бифуркацион-
ные диаграммы типичных одно- и двухпараметрических деформаций век-
торного поля с сшитым фокусом в пространстве плоских rC -векторных
полей с центральной симметрией такие же, что и в пространстве всех
плоских rC -векторных полей.
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Доказательство теоремы 2 приведено в п. 2. Более простое доказатель-
ство теоремы 1 мы опустим.

Рис. 2. К теореме 2. Бифуркационная диаграмма

2 Доказательство теоремы 2
Пусть ( , ) : ( , ( ))x x Ts e s e+= . Из (4) и определения ( )T e  имеем

2 2 3
2 1 2 1 2

4
2 2

( , ) 2 ( ) ( )
( ( ))( ) ( , ( )),

x x x x
K T x s x T

s e e e e e e

e e e e

= - - - - - +

+ - + -
                            (7)

где s  удовлетворяет условиям (5).
Выберем такое 1 (0, )dd Î , что ( , )xs e  определена при 2

1 1[ , ]e d dÎ - ,

2[ , ]x deÎ . Тогда траектория поля ( )TX e
- , начинающаяся в точке

2[ , )x d eÎ - - ,  кончается в точке ( ( , ),0)xs e- - . Поэтому функция
( ) : ( ( , ), )f x xe s s e e= - -  является функцией последования по траекториям

поля ( )TX e . Она определена при тех значениях 2( , ]x deÎ , для которых

2( , ) [ , )x ds e eÎ - - . Введем также функцию ( , ) : ( , )x x xe s eD = + .  Ее роль
объясняется в следующей очевидной лемме.

 Лемма. 1) В точках x  из области  определения  функции fe
sgn( ( ) ) sgn ( , )f x x xe e- = - D ;

2) ( ) , ( ) ( ) 1f x x f xe e* * *¢= < (соотв. ( ) ( ) 1f xe *¢ > ) тогда и только тогда,
когда ( , ) 0x e*D = , ( , ) 0x x e*¢D >  (соотв. ( , ) 0x x e*¢D < );

3) ( ) , ( ) ( ) 1 , ( ) ( ) 0f x x f x f xe e e* * * *¢ ¢¢= = ¹  тогда и только тогда, когда
( , ) ( , ) 0xx xe e* *¢D = D = , ( , ) 0xx x e*¢¢D ¹ .
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Из (7) и (5) получаем
2 3 4

1 2 1 2 2 2( , ) ( )[2 3 ( )] 4 ( ( ))( ) ( , )( )x x x x K T x l x xe e e e e e e e e¢D = - - + - + - + - .  (8)
где l  –  ограниченная функция.  Из (7), (8)  и  условия (0) 0K >  следует,
что найдется сколь угодно малое  число 0x >  такое, что ( ,0) 0xD > ,

( ,0) 0x x¢D > . При достаточно малом 1( ) (0, )xd d d= Î , xd < , будем иметь
( , ) 0x eD > , ( , ) 0x x e¢D >   при всех 2( , )e d dÎ - ,                      (9)

Кроме того,  из (7), (5)  и  условия (0) 0K >  получаем, что x  и соот-
ветственно d  можно выбрать столь малыми, что

2
( , ) 1/ 2xe e¢D ³  при всех 2( , )e d dÎ - , 2( , ]x xeÎ  .              (10)

Поскольку 4 4
0 ( ) 2 (0) ( )f x x K x o x= - + , то x  и d  можно считать таки-

ми, что
0 ( )f x x<  при всех (0, ]x xÎ .                                 (11)

Ввиду (11) мы можем аналогично [8, п. 3.14] построить простую замк-
нутую кривую g , состоящую из гладких дуг 2g+ +Ì R  и 2g- -Ì R  с общи-

ми концами в точках 0( ( ),0)f x  и ( )1
02 ( ( ,0) ( ( ),0)),0x f xs s+ , таких, что

векторные поля, соответственно 0X +  и 0X -   им трансверсальны и направ-
лены в их точках внутрь области U , ограниченной g . Вследствие (11) все
траектории поля 0X , начинающиеся в U , w -предельны к точке O  и вы-
ходят из U  при убывании времени. Считая d  выбранным достаточно ма-
лым, получим, что при 2( , )e d dÎ -  траектории векторных полей ( )TX e  в

точках g  входят в U , а векторные поля X ±  не имеют в U особых точек.
Найдем особые точки векторных полей X e , 2( , )e d dÎ - . Поскольку (3)

справедливо при всех [ , ]x d dÎ - , 2( , )e d dÎ - , точки 2: ( ,0)Oe e± = ± явля-
ются особыми; при 2 0e >  ( 2 0e < ) отрезок [ ]O Oe e

- +  оси x  между ними –
устойчивая (неустойчивая) линейная особенность в терминологии книги
[1]. Если точка ( ,0) [ ]x O O- +

e eÎ , то, считая d  достаточно малым,  получа-
ем, что

1/ 2 ( ,0, ) ( ,0, ) 0Q x Q xe e- < + - <  при 2 0e > ,                 (12)
0 ( ,0, ) ( ,0, ) 1/ 2Q x Q xe e< + - <   при 2 0e < ,              (13)

в выпуклой оболочке векторов ( ) ( ,0)TX xe
-  и ( ) ( ,0)TX xe

+  существует един-

ственный вектор 0
0( ,0) ( ( , ),0)X x P xe e= ,

0
( ,0, ) ( ,0, ) ( ,0, ) ( ,0, )( , )

( ,0, ) ( ,0, )
P x Q x P x Q xP x

Q x Q x
e e e e

e
e e

- - -
=

+ -
,
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касательный к [ ]O Oe e
- + . Дуги траекторий поля 0X e  на [ ]O Oe e

- +  являются и
дугами траекторий поля ( )TX e . Так как

0( ) (0, ) [ (0,0, ) (0,0, ) (0,0, ) (0,0, )]/ 2 (0,0, )x x xP P Q P Q Qe e e e e e¢ ¢ ¢= - + ,
то с учетом (1), (12) и (13)  можно считать, что 0( ) (0, ) (0) (0) 0x xP P Qe¢ ¢< <
при 2 0e >  и 0( ) (0, ) (0) (0) 0x xP P Qe¢ ¢> - >  при 2 0e < . Поскольку

0 (0, ) 0P e = , то d  можно предполагать столь малым, что O  – единствен-
ная особая точка поля 0X e , устойчивая (неустойчивая) при 2 0e >  ( 2 0e < ).
Для поля ( )TX e  точка O  – грубая особая точка – устойчивый (неустойчи-
вый) узел.

При 2 0e = 2 2
1( , ) ( )x x o xe eD = - + . Если 0x >  достаточно мало, то

1sgn ( , ) sgnx e eD = - . Вследствие пункта 1) леммы при 1 0e <  ( 1 0e > )
( )f x xe < ( ( )f x xe > ), и потому O  – устойчивый (неустойчивый) сшитый

фокус.
Из выбора окрестности U  и поведения траекторий поля 0X e  следует,

что любая траектория поля ( )TX e , 2( , )e d dÎ - , отличная от особой точки,
пересекает отрезок 2: [| |, ] {0}J xe e= ´ .

Пусть (0, ) ( , )e d d dÎ ´ - . Тогда 2( , ) 0x e e¢D = , 2 1( , ) 2 0xx e e e¢¢D = - < . От-
сюда и из (9)  следует,  что ( , )eD ×  имеет точку минимума 2( ) ( , )m xe eÎ .
Покажем, что x  и d  можно считать выбранными так, ( )m e  – единствен-
ная критическая точка  на 2( , )xe  и она невырожденная.

Пусть u  – критическая точка  функции ( , )eD ×  на 2( , )xe , то есть
( , ) 0x u e¢D = . Считая x  и d  достаточно малыми, отсюда и из (8) имеем

2
1 2 1/(3 (0)) ( ) 2 /(3 (0))K u Ke e e£ - £ .                               (14)

Из равенства
2 2

1 1 2 2 2( , ) 2 6 ( ) 12 ( ( ))( ) ( , ( ))xx xxu u K T u s u Te e e e e e e e¢¢ ¢¢D = - - - + - + -
при достаточно малых x  и d  получим оценку

2 2
1 1 2 2( , ) 2 6 ( ) 11 (0)( )xx u u K ue e e e e¢¢D ³ - - - + - .                        (15)

Из (14) и (15) имеем,  считая 26 5/ 3xd < ,
2 2

1 1 1 1( , ) 2 6 11 /3 (5/ 3 6 ) 0xx u x xe e d e e e d¢¢D ³ - - + = - > .
Таким образом, любая критическая точка функции ( , )eD ×  на 2( , )xe

является невырожденным минимумом. Следовательно, ( )m e  – единст-

венная критическая точка, 1( )m C× Î  и
sgn ( , ) sgn( ( ))x x x me e¢D = -  для (0, ) ( , )e d d dÎ ´ - , 2( , )x xeÎ .      (16)

Пусть ( ) : ( ( ), )h me e e= D . Из равенства 2 2( , )e e eD = , (16) и (9) следует,
что
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1( ,0) 0h e <    при всех 1 (0, )e dÎ .                           (17)
При 2 1 (0, )e e d= Î , 2( , )x xeÎ

2 3 4
2 2 2 2 2 2( , ) (2 ( ) ( ) ) ( ( ))( ) ( , ( ))x x x K T x s x Te e e e e e e e eD = - - - - + - + - .

Следовательно, x  и d  можно считать выбранными так, что ( , ) 0x eD >
при всех 2( , )x xeÎ . Поэтому и

( ) 0h e >   при всех 2 1 (0, )e e d= Î .                           (18)
Из  (10)  и (16)  получаем,  что

2
( ) 0he e¢ >  при  всех (0, ) ( , )e d d dÎ ´ - .

Отсюда  из  (17)  и (18)  следует,  что существует такая 1C -функция
: (0, ) (0, )b d d® , что ( 0) 0b + = ,

2 1sgn ( ( ), ) sgn( ( ))m be e e eD = -  для всех (0, ) ( , )e d d dÎ ´ - .     (19)
Так как

1 2 2 11 ( )( ) ( ) / ( ) bb h he e e ee e e =¢ ¢ ¢= - , то с учетом (16) имеем

1

2

1
2 1

( , )
( )

( ), ( )( , )
x

b
x m bx

e

e

e
e

e e ee

¢D
¢ = -

¢ = =D
.                       (20)

Из (7) получаем
1

2 3 4
2 1 2 2( , ) ( ) 2 ( ) ( , )( ) ,x x x p x xe e e e e e e¢D = - - - - + -  где

( , )p x e – ограниченная функция. Отсюда и из оценки (14) при ( )u m e=
следует,  что числитель в (20)  стремится к нулю при 1 0e ® + . Учитывая
(10), из (20) получаем ( 0) 0b¢ + = .

 Из равенства 2 2( , )e e eD = ,  (9),  (16)  и (19)  и леммы получаем следую-
щие утверждения:

При 1 (0, ) {0}e dÎB = ´  и (0, ) ( ,0)e d dÎ ´ -  функция ( , )eD ×  имеет на

2( , )xe  единственный нуль 1( ) ( ( ), )x m xe eÎ , 1( ( ), ) 0x x e e¢D > .  Дугу Je  пе-
ресекают единственная периодическая траектория поля ( )TX e –  устойчи-
вый грубый предельный цикл, проходящий через точку 1( ( ),0)x e .

При 1e ÎE , где 1 2 1 1: { : 0 ( ), 0 }be e e e dE = < < < < , функция ( , )eD ×  име-
ет на 2( , )xe  два нуля 2 1( ) ( )x xe e< , в которых 2( ( ), ) 0x x e e¢D < ,

1( ( ), ) 0x x e e¢D > . Дугу Je  пересекают ровно две периодические траектории
поля ( )TX e – неустойчивый и устойчивый грубые предельные циклы, про-
ходящие соответственно через точки 2( ( ),0)x e   и 1( ( ),0)x e .

 При 2e ÎB , где 2 2 1 1: { : ( ), 0 }be e e e dB = = < < , функция ( , )eD ×  имеет
на 2( , )xe  единственный нуль ( )m e , в котором ( ( ), ) 0x m e e¢D = ,

( ( ), ) 0xx m e e¢¢D > . Дугу Je  пересекает единственная периодическая  траек-
тория поля ( )TX e – двойной цикл.

При 1 2( )b e e d< <  поле ( )TX e  не имеет периодических траекторий.
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Пусть теперь ( ,0] ( , )e d d dÎ - ´ - . Из (8) следует, что d  можно считать
столь малым, что ( , ) 0x x e¢D >  для всех 2( , )x xeÎ .  Отсюда,  из равенства

2 2( , )e e eD = ,  (9) и леммы получаем следующие утверждения:
При ( ,0] ( ,0)e d dÎ - ´ -  функция ( , )eD ×  имеет на 2( , )xe  единственный

нуль, а дугу Je  пересекает единственная периодическая  траектория –
устойчивый грубый предельный цикл.

При ( ,0] (0, )e d dÎ - ´  и 3 ( ,0) {0}e dÎB = - ´ ( , ) 0x eD >  для всех

2( , )x xeÎ , а  поле ( )TX e  не имеет периодических траекторий.

Таким образом,  при всех 2( , )e d dÎ -  поле ( )TX e  имеет особые точки
и периодические траектории, описанные в формулировке теоремы. Пове-
дение остальных траекторий  ими определяется однозначно.

Доказательство теоремы 2 закончено.

Заключение
В работе описаны бифуркации рождения периодических траекторий из

сшитого фокуса центрально симметричного кусочно-гладкого векторного
поля при одно- и двухпараметрических возмущениях общего положения в
пространстве векторных полей с такой симметрией. Условия общего по-
ложения выписаны в явном виде через коэффициенты разложений ком-
понент векторных полей по степеням фазовых переменных и параметров.
Результаты могут быть полезны для нахождения автоколебаний в релей-
ных системах автоматического управления.
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BIFURCATIONS OF A SEWN FOCUS OF A PIECEWISE SMOOTH
DYNAMICAL SYSTEM WITH CENTRAL SYMMETRY

Vladimir Sh. Roitenberg
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Yaroslavl State Technical University
88 Moskovskij Prospekt, Yaroslavl, 150023, Russia
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Abstract. In this paper, we study planar dynamical systems, given by piecewise
smooth vector fields depending on parameters. The generation of periodic trajectories
from a singular point on the field discontinuity line when changing parameters under
different conditions has been considered in many works. In particular, the bifurcations
of the sewn (fused) focus, analogous to the Andronov-Hopf bifurcation of the com-
posed focus of a smooth vector field, were studied. Since dynamical systems used in
applications often possess various kinds of symmetry, the study of bifurcations in such
systems is of undoubted interest. We consider a piecewise smooth vector field "sewn"
from smooth vector fields defined in the upper and lower half-planes, which does not
change under the symmetry transformation for the origin of coordinates O and has a
sewn focus of multiplicity one or two at the origin of coordinates. We describe
bifurcations of phase portraits in a neighborhood of the point O, respectively, under
generic one-parameter and two-parameter perturbations of the vector field. In
particular, the domains of parameters for which limit cycles exist in a neighborhood of
O are indicated.

Keywords: piecewise smooth vector field; plane; singular point; sewn focus;
bifurcation diagram; periodic trajectory.
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