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Аннотация. Рассматривается задача оптимизации нелинейной динамической
системы на множестве дискретных управлений кусочно-постоянной структуры
на неравномерной сетке точек переключения. Линейно-квадратичная аппрокси-
мация функционала реализуется в рамках классических вариаций на основе
функции Понтрягина и матричной функции Габасова. Проведена приемлемая
формализация процедуры преобразований и получены явные выражения для ва-
риаций через управляющие параметры. В результате открывается возможность
применения градиентных процедур и условного метода Ньютона для численного
решения исходной задачи. На основе второй вариации функционала получено
нестандартное условие оптимальности, сочетающее в себе элементы классиче-
ских результатов для особых управлений.

Ключевые слова: основная задача оптимального управления, параметриза-
ция управления, вариации функционала.
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Введение
Данная статья примыкает по тематике к исследованиям из [1; 7; 8], где

задачи оптимизации линейных динамических систем преобразуются в
конечномерный формат на основе процедуры параметризации управле-
ния. В настоящее время такой подход к численному решению вариацион-
ных задач представляется вполне конкурентным и перспективным.

Рассматривается нелинейная задача оптимизации на множестве дис-
кретных управлений кусочно-постоянной структуры на неравномерной
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сетке точек переключения. Проводится формализация допустимых управ-
лений с использованием характеристических функций участков сетки.
Линейно-квадратичная аппроксимация функционала реализуется с помо-
щью классических вариаций на основе функции Понтрягина и матричной
функции Габасова. В результате получены явные выражения для вариа-
ций через управляющие параметры. Это открывает возможность безпро-
блемного применения градиентных процедур и условного метода Ньюто-
на для численного решения исходной задачи. На основе второй вариации
функционала получено нестандартное условие оптимальности, сочетаю-
щее в себе элементы классических результатов Лежандра —  Клебша и
Габасова — Джекобсона.

1 Постановка задачи
Пусть независимая переменная ],[ 0 TttÎ  (время) и вектор-функции

rRtu Î)(  (управление), nRtx Î)(  (состояние) связаны динамической сис-
темой

0
0)(),,,( xtxtuxfx ==& .

Ограничение на управлении оформим с помощью поточечного вклю-
чения

],[,)( 0 TttUtu ÎÎ .
Целевой функционал определим в следующем формате

ò+=F
T

t

dtttutxFTxu
0

)),(),(())(()( j .

Внесем необходимые предположения:
– вектор-функция ),,( tuxf  и функция ),,( tuxF  непрерывны на

RRR rn ´´  вместе с производными по совокупности ),( ux  до второго
порядка включительно;

– множество rRU Ì  является выпуклым и замкнутым;
– функция )(xj  дважды непрерывно дифференцируема на nR .
Определим множество допустимых управлений. Введем на ],[ 0 Tt  сет-

ку узлов { }Ttttt mm =- ,,,, 110 K  с условием монотонности jj tt <-1 , mj ,1= .
Выделим промежутки ],( 1 jjj ttT -=  с характеристическими функциями

],[),( 0 Ttttj Îc . Введем семейство параметров riyij ,1, = , mj ,1=  и

сгруппируем их векторами ),,( 1 rjj
j yyy K= .  Сформируем блочный век-

тор ),,( 1 myyy K=  размерности ( )mr  (прямая сумма векторов myy ,,1
K ) и

обозначим множество
{ }mjUyyyyY jm ,1,:),,( 1 =Î== K .



ВЕСТНИК БУРЯТСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА

2022/2

44

Для каждого YyÎ  сформируем управление

å
=

Î=
m

j

j
j Tttytytu

1
0 ],[,)(),( c .

Это кусочно-постоянная вектор-функция на заданной сетке
( j

j Ttyytu Î= ,),( ) с ограничением ],(,),( 0 TttUytu ÎÎ  (допустимое
управление).

Рассмотрим задачу
{ }Yyytuuu ÎÎ®F ),,(min,)( . (1)

2 Вариации функционала
Для оформления процедур варьирования определим необходимые кон-

струкции:
– функция Понтрягина

),,(),,(,),,,( tuxFtuxftuxH -ñá= yy ;
– первая сопряженная система для вектор-функции )(×y

))(()(),,,,( TxTtuxH xx jyyy -=-=& ;
– вторая сопряженная система для матричной функции )(×Y

))(()(),()()( TxTHHH xxxxxx jyy -=Y-Y-Y-=Y KKK&

с обозначением ),,,()( tuxy=K .
Рассмотрим допустимое управление Yyytu Î),,(  вместе с соответст-

вующими решениями дифференциальных систем: ),(),,(),,( ytytytx Yy ,
],[ 0 TttÎ . Проведем варьирование вектора параметров: Yyy ÎD+ . При-

ращение управления и состояния имеют вид

å
=

D=-D+=D
m

j

j
j ytytuyytuytu

1

)(),(),(),( c , (2)

),(),(),( ytxyytxytx -D+=D .
Введем фазовую вариацию ),( ytxd  в рамках представления

)(),(),( yoytxytx D+=D d ,
которое приводит к линейной системе

0),(),,(],[),(],[),( 0 =D+= ytxytuytfytxytfytx ux ddd& .
Здесь использовано обозначение )),,(),,((],[ tytuytxsyts = .
Используя известные формулы приращения функционала [3; 6], полу-

чаем следующее представление

,)),(()),((
)),(()),(),(()),((

21 h+FD+FD=
=F-D+F=DF

ytuytu
ytuytuytuytu

в котором фигурируют первая и вторая вариации функционала
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),(],[],[),( ytytHytHytQ uux Y+= y .
При этом остаточный член h  характеризуется оценкой

ò D£
T

t

dtytuoC
0

)),(( 2h .

Отметим, что 0=h  (аппроксимация FD+FD 21  является точной) для
линейно-квадратичной задачи следующей структуры

utBxtAx )()( +=& ,

.)()(),(
2
1

)()(),()()(),(
2
1)(),(

2
1)(

0

0

dttutPtu

txtAtutxtDtxTCxTxu
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úû
ùñá+

êë
é +ñá+ñá+ñá=F ò

3 Параметризация вариаций функционала
С учетом формулы (2)  для ),( ytuD  первая вариация выражается сле-

дующим образом

å ò

åò
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Аналогично обрабатывается квадратичный член в формуле для второй
вариации
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Для преобразования билинейного слагаемого получим явное
представление фазовой вариации ),( ytxd  через yD .
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Определим )( rn´  матричную функцию mjytX j ,1),,( =  как решение
матричной задачи Коши

0),(),(],[),(],[),( 0 =+= ytXtytfytXytfytX jjujxj c& . (3)
Тогда справедлива формула

],[,),(),( 0
1

TttyytXytx
m

j

j
j ÎD=å

=

d . (4)

Действительно, начальное условие очевидно выполняется:
0),( 0 =ytxd . Проверим дифференциальное уравнение:

).,(],[),(],[

)(],[),(],[),(
11

.

ytuytfytxytf

ytytfyytXytfytx

ux

m

j

j
ju

m

j

j
jx

D+=

=D+D= åå
==

d

cd

Таким образом, формула (4) доказана. Отметим, что согласно уравне-
нию (3) mjtttytX jj ,2],,(,0),( 10 =Î= - .  Отсюда следует,  что для

],( 1 jjj ttTt -=Î mjjkytX k ,1,,0),( =>= .
Рассмотрим теперь второй интеграл в формуле для )),((2 ytuFD
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Для jkmj ,1,,1 ==  введем обозначения
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Отметим, что )( yh j  — r -мерный вектор, )(),( yQyH jkj  — )( rr ´
матрицы.

Представим итоговые выражения для вариаций функционала на
управлении ),( ytu

å
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ñDá=FD
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j

jj yyhytu
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ååå
= ==
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При этом остаточный член h  приращения функционала имеет порядок

)( 2yo D , где ),,( 1 myyy DD=D K .
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В силу выпуклости множества U , описывающего ограничение на
управление, допустимая процедура варьирования реализуется простей-
шим образом

mjUzyzy jjjj ,1,],1,0[),( =ÎÎ-=D aa .
Первая вариация FD1  определяет градиент функционала F  в точке

),,( 1 myyy K= . Это блочный вектор ))(,),(()( 1 yhyhyh m
K= , на основе

которого конструируются стандартные градиентные методы решения за-
дачи (1).

В совокупности обе вариации FD+FD 21  реализуют линейно-
квадратичную аппроксимацию функционала F , что приводит к условно-
му методу Ньютона [2; 5] в рамках следующей вспомогательной задачи

mjUzyzy jjjj ,1,min,, 21 =Î®FD+FD-=D .
Если jz  — решение этой задачи,  то улучшение точки jy  проводится

через одномерный поиск ]1,0(),( Î-+= aaa
jjjj yzyy .

В заключение приведем условия оптимальности управления ),( ytu  в
задаче (1), связанные с вариациями FDFD 21 , . Основное неравенство для
первой вариации 0)),((1 ³FD ytu  приводит к серии градиентных условий

mjUzyzdtytHyzyh j

T
u

jj

j

,1,,0,],[0),( =Î£ñ-áÛ³ñ-á ò .

Это дискретный аналог дифференциального принципа максимума в
теории оптимального управления.

Для перехода на уровень второй вариации выделим особый случай, ко-
гда для некоторого { }ms ,,1KÎ  выполняется условие 0)( =yhs . Полагая

Uzyzysjy ssj Î-=D¹=D ,,,0 , получаем 0)),((1 =FD ytu . Тогда имеет
место условие неотрицательности второй вариации

0)(,)(,
2
1)),((2 ³ñDDá+ñDDá=FD s

ss
ss

s
s yyQyyyHyytu .

Раскрывая обозначения, приходим к итоговому соотношению
( ){ } 0)(),(),(],[],[],[, £ñ-Y++-á ò s

T
suuxuu

s yzdtytXytytHytHytHyz
s

y .

Это условие оптимальности второго порядка, которое содержит ин-
формацию от условий Лежандра — Клебша и Габасова — Джекобсона, но
не повторяет их [4].

В оригинальном формате указанные условия в рассматриваемой задаче
несправедливы, поскольку они порождаются игольчатой вариацией, кото-
рая на множестве дискретных управлений недопустима.
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Заключение
Для основной задачи оптимизации нелинейной динамической системы

проведена параметризация многомерного управления в классе кусочно-
постоянных вектор-функций на заданной сетке возможных точек пере-
ключения. Дальнейшее развитие этого направления связано с применени-
ем кусочно-линейных аппроксимаций вместе с наглядной формализацией
преобразований.
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Abstract. The problem of optimization of a nonlinear dynamical system on a set of
discrete controls of a piecewise constant structure is considered. The linear-quadratic
approximation of the functional is implemented within the framework of classical
variations based on the Pontryagin function and the Gabasov matrix function. The for-
malization of the transformation procedure has been carried out. Explicit expressions
for variations with respect to control parameters have been obtained. As a result, it is
possible to use gradient procedures and Newton method for the numerical solution of
the problem. Non-standard optimality condition based on the second variation of the
functional is obtained. It combines elements of classical results for special controls. On
the basis of the second variation of the functional, a non-standard optimality condition
is obtained, which combines elements of classical results for singular controls.

Keywords: the main optimal control problem, parameterization of a control, varia-
tions of the functional.
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