
А. С. Рябенко. Построение фундаментальной системы решений одного диффе-
ренциального уравнения с параметром

11

Научная статья

УДК 517.9
DOI: 10.18101/2304-5728-2023-1-11-21

ПОСТРОЕНИЕ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ РЕШЕНИЙ
ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
С ПАРАМЕТРОМ

© Рябенко Александр Сергеевич
кандидат физико-математических наук, доцент,
доцент кафедры уравнений в частных производных и теории вероятностей,
Воронежский государственный университет
Россия, 394018, г. Воронеж, Университетская площадь, 1
alexr-83@yandex.ru

Аннотация. Многие физические процессы описываются задачами для эволю-
ционных дифференциальных уравнений. При изучении таких задач большой ин-
терес вызывает поведение их решений при большом времени, поскольку оно по-
казывает, к чему эволюционирует процесс, описываемый задачей. Поведение
решений эволюционных задач при большом времени более предпочтительно
изучать асимптотическими методами, чем численными, поскольку обычно мо-
дуль разности истинного решения и численного решения оценивается сверху че-
рез величину, пропорциональную длине интервала, на котором применяется чис-
ленный метод. Известно, что изучение задач для эволюционных дифференциаль-
ных уравнений можно сводить к изучению задач для дифференциальных уравне-
ний с параметром, при этом поведение решений задач для эволюционных
уравнений при большом времени будет определяться тем, как зависят решения
задач с параметром от параметра.

В работе рассматривается одно однородное обыкновенное дифференциальное
уравнение с переменным коэффициентом и комплексным параметром, к изуче-
нию которого может быть сведен большой класс задач для эволюционных диф-
ференциальных уравнений. В явном виде построены функции, образующие фун-
даментальную систему решений рассмотренного уравнения. Полученные пред-
ставления позволяют прослеживать зависимость построенных функций от пара-
метра.

Ключевые слова: параметр, дифференциальные уравнения с параметром, за-
висимость решений дифференциальных уравнений от параметра, построение
фундаментальной системы решений дифференциального уравнения.
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Введение
Часто на сложность задач для дифференциальных уравнений влияет ко-

личество переменных, от которых зависит неизвестная функция. Разрабо-
тано много методов, позволяющих осуществлять сведение одних задач для
дифференциальных уравнений к другим задачам для дифференциальных
уравнений, в которых неизвестная функция зависит от меньшего числа пе-
ременных. Одним из таких методов является использование преобразова-
ния Лапласа. Применение преобразования Лапласа дает возможность полу-
чить большое количество значимых результатов в теории линейных диф-
ференциальных уравнений (см., например, [1; 2]). Зачастую получить эти
результаты позволяет то, что задачи для образов Лапласа решений исход-
ных задач получаются технически более простыми, чем исходные задачи, и
их решения часто можно построить в явном виде (см., например, [3; 4]).

Применение преобразования Лапласа является естественным шагом
при изучении задач для эволюционных дифференциальных уравнений.
При использовании преобразования Лапласа к эволюционной задаче пе-
ременная времени из эволюционной задачи «переходит» в комплексный
параметр в задаче для образа Лапласа решения эволюционной задачи.

Одним из направлений качественной теории эволюционных диффе-
ренциальных уравнений является изучение поведения решений этих
уравнений при большом времени (см. [5–9]). Хорошо известно, что пове-
дение решений задач для эволюционных дифференциальных уравнений, в
том числе и при большом времени, тесно связано с тем, как зависят реше-
ния задач для их образов Лапласа от параметра,  в который «переходит»
переменная времени. Самую простую такую связь дают предельные тео-
ремы для преобразования Лапласа.

Если удается в явном виде получить представление решения задачи
для образов Лапласа,  то сразу же можно получить интегральное пред-
ставление решения исходной задачи. Если это представление не очень
громоздко, то, используя методы изучения асимптотик интегралов, зави-
сящих от большого параметра, можно изучить поведение решения исход-
ной задачи при большом времени. Такой подход позволил найти точные
асимптотики при большом времени решений ряда задач (см. [10; 11]).

В случае когда решение задачи для образов Лапласа не удается постро-
ить в явном виде или удается, но оно очень громоздко, зависимость реше-
ния задачи для образов Лапласа от параметра, в который «переходит» пе-
ременная времени, можно получать при помощи оценок в некоторых
функциональных пространствах. Зачастую такой подход приводит к доста-
точно грубым оценкам, которые позволяют определять скорость стабили-
зации решений задач для эволюционных уравнений при большом времени,
но не позволяют получать точных асимптотик при большом времени (см.
[7; 9; 12]). Для нахождения точных асимптотик при большом времени нуж-
но получать менее грубые оценки зависимости решений задач для образов
Лапласа от параметра, в который «переходит» переменная времени.
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В работе рассматривается модельное уравнение
2( , ) ( ) ( , ) 0v x b x v xg g g¢¢ - = , [ )0;xÎ ¥ , (1)

где g  — произвольный комплексный параметр.

Предполагается, что [ )( )( ) 0;b x CÎ ¥ , 1 20 ( )b xe e< £ £  при [ )0;xÎ ¥ .
Легко видеть, что при помощи преобразования Лапласа к уравнению

(1) сводятся многие задачи для эволюционных уравнений, например зада-
чи для уравнения теплопроводности и волнового уравнения.

В работе строятся представления функций, образующих фундамен-
тальную систему решений уравнения (1).

1 Построение фундаментальной системы решений
Лемма 1. Пусть , , ,a b c d  —  произвольные константы, 0 ( )v x ax b= + ,

1 ( )v x cx d= + , 2
2 2( 1)

0 0

( ) ( ) ( )
x t

k kv x b v d dtt t t-= ò ò ,

2
2 1 2 1

0 0

( ) ( ) ( )
x t

k kv x b v d dtt t t+ -= ò ò ,

где 1, 2,...k = , тогда функция

(2 1)/2
2 2 1

0
( , ) ( ( ) ( ))k k

k k
k

v x v x v xg g g
¥

+
+

=

= +å (2)

является формальным решением уравнения (1).
Доказательство. Будем искать решение уравнения (1) в виде
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=

¥
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å

å
Подставив последнее представление в уравнение (1), получаем, что

1/2 3/2 2 5/2 3
0 1 2 3 4 5 6

7/2 2 3/2 2 2 2
7 0 1 2
5/2 2 3 2 7/2 2

3 4 5

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... 0.

v x v x v x v x v x v x v x
v x b x v x b x v x b x v x

b x v x b x v x b x v x

g g g g g g

g g g g

g g g

¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢+ + + + + + +

¢¢+ + - - - -

- - - - =

 (3)

Приравняв в (3) к нулю коэффициенты при соответствующих степенях
,g  находим, что функции ( )kv x , где 0, 1, 2,...k = ,  должны быть реше-

ниями следующей системы:
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Следовательно, функции ( )kv x , где 1, 2,...k = , удовлетворяют соотно-
шениям

2 2
0 2 2( 1) 1 2 1 2 1( ) 0, ( ) ( ) ( ), ( ) 0, ( ) ( ) ( )k k k kv x v x b x v x v x v x b x v x- + -¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢= = = = . (4)

Из (4) следует, что при 1, 2,...k =

2
0 2 2( 1) 2 2

0 0

2
1 2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

( ) , ( ) ( ) ( ) ,

( ) , ( ) ( ) ( ) ,

x t

k k k k

x t

k k k k

v x ax b v x b v d dt a x b

v x cx d v x b v d dt c x d

t t t

t t t

-

+ - + +

= + = + +

= + = + +

ò ò

ò ò
где 2 2 2 1 2 1, , , , , , ,k k k ka b c d a b c d+ +  — произвольные константы.

Положив в последних равенствах 2 2 2 1 2 1 0k k k ka b c d+ += = = = , получаем
утверждение леммы.
Лемма доказана.

Лемма 2. Функция ( , )v x g , заданная равенством (2), принадлежит про-

странству [ )( )2 0;C ¥ .

Доказательство. Докажем, что [ ]( )2( , ) 0;v x C Tg Î , где T  — произ-
вольное положительное число.

Из вида функций 0 ( )v x  и 1( )v x  следует, что существует константа ,c%
такая, что при [ ]0;x TÎ  выполнены оценки

0 1( ) , ( )v x c v x c£ £% % . (5)

Из вида функций 2 ( )kv x  и (5)  следует,  что при [ ]0;x TÎ  выполнены
оценки

2
2 2

2 0 2
0 0

( ) ( ) ( ) ,
2!

x t xv x b v d dt c£ £ò ò %t t t e
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и т. д.
По индукции можно доказать, что при [ ]0;x TÎ  и 0,1, 2,...k =

2
2

2 2( )
(2 )!

k
k

k
xv x c
k

e£ % . (6)

Из вида функций 2 1 ( )kv x+  и (5) следует,  что при [ ]0;x TÎ  выполнены
оценки
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По индукции можно доказать, что при [ ]0;x TÎ  и 0,1, 2,...k =

2
2

2 1 2( )
(2 )!

k
k

k
xv x c
k

e+ £ % . (7)

Используя (6) и (7), находим, что
(2 1)/ 2
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=
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+

=
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=
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g g g

eg g

eg g

(8)

Из (8) и признака Даламбера следует, что ряд (2) абсолютно и равно-
мерно сходится на отрезке [ ]0;T , а функция ( , )v x g  непрерывна на отрезке

[ ]0;T .
Докажем, что функция ( , )v x g  непрерывно дифференцируема при
[ ]0;x TÎ .

Рассмотрим ряд
(2 1)/2

2 2 1
0
( ( ) ( ))k k

k k
k

v x v xg g
¥

+
+

=

¢ ¢+å . (9)
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Легко видеть, что
2 2

0 2 2( 1) 1 2 1 2 1
0 0

( ) , ( ) ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( ) ( )
x x

k k k kv x a v x b v d v x c v x b v dt t t t t t- + -¢ ¢ ¢ ¢= = = =ò ò .

Из вида функций 0 ( )v x¢  и 1( )v x¢  следует, что существует константа 1,c
такая, что при [ ]0;x TÎ  выполнены оценки

0 1 1 1( ) , ( )v x c v x c¢ ¢£ £ . (10)
Из вида функций 2 ( )kv x¢  и (6)  следует,  что при [ ]0;x TÎ  выполнены

оценки
2 2
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0

3
2 4

4 2 2
0

5
2 6

6 4 2
0

( ) ( ) ( ) ,
1!

( ) ( ) ( ) ,
3!

( ) ( ) ( ) ,
5!

x

x

x

xv x b v d c

xv x b v d c
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ò
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ò
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%

%

и т. д.
По индукции можно доказать, что при [ ]0;x TÎ  и 1,2,...k =

2 1
2

2 2( )
(2 1)!

k
k

k
xv x c
k

e
-

¢ £
-

% . (11)

Из вида функций 2 1 ( )kv x+¢  и (7) следует,  что при [ ]0;x TÎ  выполнены
оценки
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По индукции можно доказать, что при [ ]0;x TÎ  и 1,2,...k =

2 1
2

2 1 2( )
(2 1)!

k
k

k
xv x c
k

e
-

+¢ £
-

% . (12)

Используя (10), (11) и (12), находим, что
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c c
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Из (13) и признака Даламбера следует, что ряд (9) абсолютно и равно-
мерно сходится на отрезке [ ]0;T . Следовательно, функция ( , )v x g  непре-
рывно дифференцируема при [ ]0;x TÎ  и

(2 1)/2
2 2 1

0
( , ) ( ( ) ( ))k k

k k
k

v x v x v xg g g
¥

+
+

=

¢ ¢ ¢= +å .

Докажем, что функция ( , )v x g  дважды непрерывно дифференцируема
при [ ]0;x TÎ .

Рассмотрим ряд
(2 1)/2

2 2 1
0
( ( ) ( ))k k

k k
k

v x v xg g
¥

+
+

=

¢¢ ¢¢+å . (14)

Легко видеть, что
2 2

0 2 2( 1) 1 2 1 2 1( ) 0, ( ) ( ) ( ), ( ) 0, ( ) ( ) ( )k k k kv x v x b x v x v x v x b x v x- + -¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢= = = = .

Из вида функций 2 ( )kv x¢¢  и (6) следует, что при [ ]0;x TÎ  выполнены оценки
2 2

2 0 2
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По индукции можно доказать, что при [ ]0;x TÎ  и 1,2,...k =

2 2
2

2 2( )
(2 2)!

k
k

k
xv x с
k

e
-

¢¢ £
-

% . (15)

Из вида функций 2 1 ( )kv x+¢¢  и (7) следует,  что при [ ]0;x TÎ  выполнены
оценки
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По индукции можно доказать, что при [ ]0;x TÎ  и 1,2,...k =
2 2
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Используя (15) и (16), получаем, что
(2 1)/2

2 2 1
0

2 2 2 2 2 2
(2 1)/2 (2 1)/22 2

1 1

( ) ( )

(1 )
( ) ( ) .

(2 2)! (2 2)!

k k
k k

k
k k k k

k k k k

k k

v x v x

x Tc c
k k

g g

e e
g g g g

¥
+

+
=

- -¥ ¥
+ +

= =

¢¢ ¢¢+ £

+
£ + £ +

- -

å

å å% %

(17)

Из (17)  и признака Даламбера следует,  что ряд (14)  абсолютно и рав-
номерно сходится на отрезке [ ]0;T . Следовательно, функция ( , )v x g  два-

жды непрерывно дифференцируема при [ ]0;x TÎ  и

(2 1)/2
2 2 1

0

( , ) ( ( ) ( ))k k
k k

k
v x v x v xg g g

¥
+

+
=

¢¢ ¢¢ ¢¢= +å .

Поскольку T  — произвольное число, то [ )( )2( , ) 0;v x Cg Î ¥ .
Лемма доказана.

Возьмем 0,1 1,1( ) 1, ( )v x v x xeº º , где 0conste º > , и рассмотрим функ-
цию

(2 1)/2
1 2 ,1 2 1,1

0
( , ) ( ( ) ( ))k k

k k
k

u x v x v xg g g
¥

+
+

=

= +å , (18)

где 2 2
2 ,1 2( 1),1 2 1,1 2 1,1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
x t x t

k k k kv x b v d dt v x b v d dtt t t t t t- + -= =ò ò ò ò .

Возьмем
0,2 1,2( ) 1, ( )v x v x xeº º - ,

где 0conste º > , и рассмотрим функцию
(2 1)/2

2 2 ,2 2 1,2
0

( , ) ( ( ) ( ))k k
k k

k
u x v x v xg g g

¥
+

+
=

= +å , (19)

где 2 2
2 ,2 2( 1),2 2 1,2 2 1,2

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
x t x t

k k k kv x b v d dt v x b v d dtt t t t t t- + -= =ò ò ò ò .

Легко видеть, что функция 1 ( , )u x g  является «обобщением» функции
xe g e , а функция 2 ( , )u x g  является «обобщением» функции xe ge- в том

смысле, что при 1 2( ) ( , ) , а ( , ) .x xb x u x e u x eg e g ee g g -º = =
Лемма 3. Функции 1 ( , )u x g  и 2 ( , )u x g ,  заданные равенствами (18)  и

(19), при [ )0;xÎ ¥  образуют фундаментальную систему решений уравне-
ния (1).



А. С. Рябенко. Построение фундаментальной системы решений одного диффе-
ренциального уравнения с параметром

19

Доказательство. Из леммы 1  и леммы 2  следует,  что функции
[ )( )2

1 2( , ), ( , ) 0;u x u x Cg g Î ¥  и являются решениями уравнения (1).
Воспользовавшись (18) и (19), находим, что

1 (0, ) 1u g = , 1 (0, )u g e g¢ = , 2 (0, ) 1u g = , 2 (0, )u g e g¢ = - . (20)
Из (20) и равенства Лиувилля следует, что при [ )0;xÎ ¥

1 2

1 2

 1 1 ( , ) ( , )
( , ) (0, ) 2 0

( , ) ( , )
u x u x

W x W
u x u x

g g
g g e g

g g e g e g
= = = = - ¹

¢ ¢ -
.

Таким образом, функции 1 ( , )u x g  и 2 ( , )u x g  линейно независимы на
[ )0;¥  и, следовательно, образуют фундаментальную систему решений
уравнения (1).
Лемма доказана.

Заключение
В виде рядов по параметру были получены явные представления для

функций, образующих фундаментальную систему решений уравнения,
рассмотренного в работе. Полученные представления позволяют в явном
виде строить и изучать качественные свойства решений задач с парамет-
ром, порожденных большим классом задач для эволюционных дифферен-
циальных уравнений, а также строить в явном виде и изучать качествен-
ные свойства решений эволюционных задач из этого класса.
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BUILDING A FUNDAMENTAL SOLUTION SYSTEM
ONE DIFFERENTIAL EQUATION WITH A PARAMETER

Aleksandr S. Ryabenko
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Department of Partial Differential Equations and Probability Theory
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1 Universitetskaya pl., Voronezh, 394018, Russia

Abstract. Many physical processes are described by problems for evolutionary dif-
ferential equations. When studying such problems, the behavior of their solutions over
a long time is of great interest, since it shows what the process described by the prob-
lem evolves to. It is more preferable to study the behavior of solutions to evolutionary
problems with long time using asymptotic methods than numerical ones, since usually
the modulus of the difference between the true solution and the numerical solution is
estimated from above by a value proportional to the length of the interval on which the
numerical method is applied. It is known that the study of problems for evolutionary
differential equations can be reduced to the study of problems for differential equations
with a parameter, while the behavior of solutions to problems for evolutionary equa-
tions for a long time will be determined by how the solutions of problems with a pa-
rameter depend on the parameter.

The paper considers one homogeneous ordinary differential equation with a vari-
able coefficient and a complex parameter, to the study of which a large class of prob-
lems for evolutionary differential equations can be reduced. The functions forming the
fundamental system of solutions of the considered equation are explicitly constructed.
The obtained representations allow us to trace the dependence of the constructed func-
tions on the parameter.
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