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Аннотация. Рассмотрены нелинейные по состоянию задачи оптимального
управления при наличии дополнительного ограничения на фазовую траекторию
терминального типа. Для рассмотренных задач предложен новый подход к улуч-
шению допустимых управлений на основе точной формулы приращения функ-
ционала Лагранжа с помощью решения специальной краевой задачи, которая
является существенно более простой, чем краевая задача принципа максимума.
Для ее решения предлагается специальный итерационный процесс на основе по-
следовательного решения задач Коши и определения вспомогательного множи-
теля из условия выполнения функционального ограничения. В отличие от боль-
шинства стандартных численных методов задач оптимального управления
(игольчатой линеаризации, условного градиента) предлагаемый подход не ис-
пользует операцию изменения по малому параметру в окрестности текущего
приближения. Кроме того, он обладает возможностью строгого улучшения неоп-
тимальных экстремальных управлений.

Ключевые слова: динамическая управляемая система, терминальное ограни-
чение, улучшение допустимого управления, краевая задача, итерационный метод.
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Введение
В работах [1–4] построены специальные методы улучшения допусти-

мых управлений для задач оптимального управления со свободным пра-
вым концом (как линейных, так и нелинейных по фазовому состоянию) на
основе точных формул приращения функционала с использованием мо-
дификации сопряженной системы.

В работе [5] предложены процедуры улучшения допустимых управле-
ний для нелинейных по состоянию задач оптимального управления при
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наличии дополнительных ограничений на фазовую траекторию терми-
нального типа на основе специальной задачи о неподвижной точке.

В данной статье для нелокального улучшения допустимых управлений
для задач с ограничениями предлагается подход, основанный на решении
специальной краевой задачи.

1 Постановка задачи
Рассматривается задача оптимального управления

[ ]0 1( , ) ( , ),   ,  ,x A x t u b x t t T t t= + Î =& 0( ) ,sx t x= ( ) ,   ,ru t U R t TÎ Ì Î    (1)

( ) ( )0 1( ) ( ) ( , ), ( , ) min,
T

u x t d x t u g x t dtjF = + + ®ò      (2)

( )1 1( ) ( ) 0.u x tcF = =                                            (3)
Используются стандартные обозначения ( ) nx t RÎ  — состояние,

( ) ru t RÎ — управление, 0 1,t t  — заданные числа, 0 1<t t , s nx RÎ  — задан-
ный вектор; rU RÌ — выпуклый компакт в rR .

Определим множество (доступные управления)
{ }( ) : ( ) ,  .rV u PC T u t U t T= Î Î Î

Для управления v VÎ  обозначим через ( , ),x t v t TÎ соответствующую
ему фазовую траекторию.

Множество допустимых управлений
( ){ }1: ( , ) 0 .W u V x t uc= Î =

Функция Понтрягина имеет вид
0 1( , , , ) ( , , ) ( , , ),H p x u t H p x t H p x t u= + ,

где
0 ( , , ) , ( , ) ( , )H p x t p b x t g x t= - , 1( , , ) ( , ) ( , )TH p x t A x t p d x t= - .

Функционал Лагранжа
0 1( , ) ( ) ( ),  .L u u u Rl l l= F + F Î

Нетрудно видеть, что для допустимого управления u
0( , ) ( )L u ul =F .

Пусть 0u VÎ , v VÎ .
Формула приращения:

0 0 0
1( , ) ( ( , , , ), ( , ), ), ( ) ( )v T

L u H p t u v x t v t v t u t dtl lD = - -ò ,      (4)

где 0( , , , )p t u v l , t TÎ  — решение модифицированной сопряженной сис-
темы [3].

Пусть 0u WÎ . Для этого управления поставим задачу: найти управле-
ние v WÎ такое, что

0
0 0( ) ( ).v uF £F
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2 Подход улучшения
Для фиксированного параметра 0a >  определим вектор-функцию

( )0
1( , , ) ( ) ( , , ) ,  ,  ,  0,n n

Uu p x t P u t H p x t p R x Ra a a= + Î Î > t TÎ ,

где UP  — оператор проектирования на множество U .
Имеет место оценка [1]

0
1( , , ), ( , , ) ( )

T
H p x t u p x t u t dta -ò

201 ( , , ) ( )
T

u p x t u t dta

a
³ -ò .      (5)

Тогда из (4) и (5) следует оценка приращения функционала
20 01( , ) ( , , ) ( )v T

L u u p x t u t dtal
a

D £ - -ò .                      (6)

На основе формулы приращения (4) для улучшения допустимого
управления 0u  предлагается следующий подход.

Рассмотрим краевую задачу улучшения
[ ]0 1( , ) ( , , ) ( , ),   ,  ,x A x t u p x t b x t t T t ta= + Î =& 0( ) ,sx t x=

( )0 0, ( , ), ( ), ( ),xp H p x t u u t t r t= - -&

( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0

, ( , ), ( ), , ( ) ( , ) ( ), ( ) ( , )

, ( ), ( ), , ( , ), ( ), ,

xH p x t u u t t x t x t u r t x t x t u

H p x t u t t H p x t u u t t

- + - =

= -
       (7)

( ) ( )0 0
1 1 1( ) ( , ) ( , ) ,x xp t x t u x t u qj lc= - - -

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

0 0
1 1 1 1

( , ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) .

x xx t u x t u x t x t u q x t x t u

x t x t u x t x t u

j lc

j j l c c

+ - + - =

= - + -

( )1( ) 0.x tc =

Пусть ( , ( ), ( )),x t p t t Tl ll Î  — решение задачи (7). Сформируем
управление

( ) ( ( ), ( ), ), .v t u p t x t t t Ta l l= Î
Выходное управление v является допустимым и обеспечивает невоз-

растание функционала Лагранжа
0( , ) ( , )L v L ul l£ .

В силу допустимости управлений 0 ,u v  имеем
20 0

0
1( ) ( ) ( )v T

u v t u t dt
a

D F £ - -ò .

К решению задачи (7) применяется специальный итерационный про-
цесс с индексом 0k ³

[ ]1 1 1 1 1
0 1( ) ( ( ), ) ( ( ), ( ), ) ( ( ), ),  , ,k k k k kx t A x t t u p t x t t b x t t t T t ta+ + + + += + Î =&

0( ) ,sx t x=

( )1 1 0 0( ) ( ), ( , ), ( ), ( ),k k
xp t H p t x t u u t t r t+ += - -&
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( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0

( ), ( , ), ( ), , ( ) ( , ) ( ), ( ) ( , )

( ), ( ), ( ), ( ), ( , ), ( ), ,

k k k
x

k k

H p t x t u u t t x t x t u r t x t x t u

H p t x t u t t H p t x t u u t t

- + - =

= -

(8)
( ) ( )0 0

1 1 1( ) ( , ) ( , ) ,x xp t x t u x t u qj lc= - - -

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

0 0
1 1 1 1

( , ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) .

k k
x x

k k

x t u x t u x t x t u q x t x t u

x t x t u x t x t u

j lc

j j l c c

+ - + - =

= - + -

( )1
1( ) 0.kx tc + =

Задается начальное приближение ( )0 0( ), ( )x t p t , t TÎ .

На k-й итерации процесса (8) находится решение 1( , )kp t l+ , t TÎ
вспомогательной задачи Коши

( )1 1 0 0( ) ( ), ( , ), ( ), ( ),k k
xp t H p t x t u u t t r t+ += - -&

( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0

( ), ( , ), ( ), , ( ) ( , ) ( ), ( ) ( , )

( ), ( ), ( ), ( ), ( , ), ( ), ,

k k k
x

k k

H p t x t u u t t x t x t u r t x t x t u

H p t x t u t t H p t x t u u t t

- + - =

= -

( ) ( )0 0
1 1 1( ) ( , ) ( , ) ,x xp t x t u x t u qj lc= - - -

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0
1 1 1 1 1 1

0 0
1 1 1 1

( , ) ( , ) , ( ) ( , ) , ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ) .

k k
x x

k k

x t u x t u x t x t u q x t x t u

x t x t u x t x t u

j lc

j j l c c

+ - + - =

= - + -

Затем находится решение 1( , )kx t l+ , t TÎ  специальной задачи Коши
1 1 1 1 1( ) ( ( ), ) ( ( , ), ( ), ) ( ( ), ),  ,k k k k kx t A x t t u p t x t t b x t t t Ta l+ + + + += + Î& 0( ) .sx t x=

Значение вспомогательного множителя Rl Î  (множитель Лагранжа)
определяется из условия

( )1
1( , ) 0.kx tc l+ =

Формируется управление
1 1( ) ( ( , ), ( , ), ), .k kv t u p t x t t t Ta l l+ += Î

Условие окончания итерационного процесса (8)
0

0 0( ) ( )v uF £ F

(улучшение управления 0u ).
В итоге, на основе итерационного процесса (8) формируется метод по-

следовательных улучшений допустимых управлений в исходной задаче
(1)–(3).
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3 Примеры
Пример 1.

[ ],  0,  2 ,x u t T= Î =&

(0) 1,x = ( ) 1,u t £
2

2
0

0

( ) min,u x dtF = ®ò
(2) 1.x =

Рассмотрим 0 ( ) 0,u t t Tº Î , 0( , ) 1,x t u º 0
0 ( ) 2.uF =

Функция Понтрягина
2 ,H pu x= - 2

0 ,H x= - 1 .H p=
Сопряженная система

0( , ) ( , ),p x t v x t u= +& (2) .p l= -
Положим 1a = . Тогда отображение ua принимает вид

1,  1,
( ) 1,  1,

,  1 1.

p
u p p

p p

a

>ì
ï= - < -í
ï - £ £î

Предположим ( ) 1,   .p t t T£ Î
Тогда краевая задача улучшения (7) принимает вид

,x p=& 1,p x= +& ,t TÎ
(0) 1x = , (2) .p l= -

Итерационный процесс (8) принимает вид
,x p=& ( ) 1,kp x t= +& ,t TÎ

(0) 1x = , (2) .p l= -

Для начального приближения возьмем функцию 0 ( ) 0x t º , t TÎ .
Тогда

( )1( , ) 2p t tl l= - + , ( )
2

1( , ) 2 1
2
tx t tl l= - + + , t TÎ .

Значение множителя Лагранжа RlÎ  определяется условием
1(2, ) 1x l = ,

откуда
1l = - .

Тогда
1( ) 1p t t= - , t TÎ

(условие 1( ) 1,p t t T£ Î  выполнено).
Выходное управление

( ) 1v t t= - ,
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0
14( )
15

vF = < 0
0 ( ) 2.uF =

Пример 2. Данный пример иллюстрирует строгое улучшение неопти-
мального экстремального управления.

[ ],  0,  ,x u t T p= Î =& (0) 0,x = ( ) 2,   ,u t t T£ Î

2
0

0

( ) min,u x dt
p

F = - ®ò
1( ) ( ) 0.u x pF = =

Рассмотрим 0 ( ) 0,u t t Tº Î . При этом 0( , ) 0,x t u º ,t TÎ 0
0 ( ) 0.uF =

В данном случае имеем
2 ,H pu x= + 2

0 ,H x= 1 .H p=
Положим 1a = . Отображение ua

2,  2,
( ) 2,  2,

,  2.

p
u p p

p p

a

ì >
ï

= - < -í
ï £î

Краевая задача
( ),x u pa=& 0( , ),p x x t u= - -& ,t TÎ

(0) ( ) 0.x x p= =

Предположим ( ) 2,   .p t t T£ Î  Тогда итерационный процесс (8) при-
нимает вид

,x p=& ( ),kp x t= -& ,t TÎ
(0) 0x = , ( ) .p p l= -

Для начального приближения возьмем функцию 0 ( ) 1x t º , t TÎ .
Тогда

( )1( , )p t tl p l= - + - , ( )
2

1( , )
2
tx t tl p l= - + - , t TÎ .

Значение множителя Лагранжа RlÎ  определяется условием
1( , ) 0x p l = ,

откуда

2
pl = .

Тогда
1( )

2
p t t p

= - + , t TÎ
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(условие 1( ) 2,p t t T£ Î  выполнено).
Таким образом, выходное управление v имеет вид

( )
2

v t t p
= - + , t TÎ

и строго улучшает исходное
5

0 ( ) 2.55
120

v p
F = - » - < 0

0 ( ) 0.uF =

Заключение
Особенности предлагаемого подхода:
1. Улучшение допустимых управлений без процедуры изменения по

малому параметру в окрестности текущего приближения(нелокальность
улучшения).

2. Возможность строгого улучшения экстремальных управлений (в ча-
стности, особых), удовлетворяющих тем или иным стандартным необхо-
димым условиям оптимальности (принцип максимума, дифференциаль-
ный принцип максимума).

Эти особенности обуславливают повышенную эффективность предла-
гаемого подхода в сравнении со стандартными численными методами оп-
тимального управления (игольчатой линеаризации, условного градиента).
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ONE APPROACH TO IMPROVING CONTROL IN SYSTEMS WITH
CONSTRAINTS BASED ON A BOUNDARY VALUE PROBLEM

Dmitry O. Trunin
Cand. Sci. (Phys. and Math.), A/Prof.,
Dorzhi Banzarov Buryat State University
24a Smolina St., Ulan-Ude 670000, Russia
tdobsu@yandex.ru

Abstract. State-nonlinear optimal control problems are considered in the presence
of an additional constraint on the phase trajectory of terminal type. For the considered
problems, a new approach to improving admissible controls is proposed based on the
exact formula for the increment of the Lagrange functional by solving a special bound-
ary value problem, which is significantly simpler than the boundary value problem of
the maximum principle. To solve it, a special iterative process is proposed based on the
sequential solution of Cauchy problems and the determination of an auxiliary factor
from the condition of fulfilling the functional constraint. Unlike most standard numeri-
cal methods for optimal control problems (needle linearization, conditional gradient),
the proposed approach does not use the operation of changing a small parameter in the
vicinity of the current approximation. In addition, it has the ability to strictly improve
non-optimal extremal controls.

Keywords: dynamic controlled system, terminal constraint, admissible control im-
provement, boundary value problem, iterative method.
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