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Аннотация. В статье приводится доказательство единственности и существо-
вания решения Коши для уравнения смешанного типа с двумя линиями вырож-
дения. Исследована задача с нелокальными краевыми условиями на характери-
стиках уравнения для нахождения регулярного решения уравнения смешанного
типа. Нелокальные условия содержат операторы дробного в смысле Римана —
Лиувилля интегро-дифференцирования.

Доказано, что при выполнении определенных условий не может существовать
более одного решения. Вопрос разрешимости задачи эквивалентно редуцируется
к вопросу разрешимости системы интегральных уравнений, представляющей
собой систему сингулярных интегральных уравнений. Найдено условие, которое
гарантирует существование регулятора, приводящего систему сингулярных инте-
гральных уравнений к уравнениям Фредгольма второго рода. Из возможности
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приведения задачи к эквивалентным интегральным уравнениям Фредгольма вто-
рого рода и единственности искомого решения следует существование решения
задачи.

Ключевые слова: нелокальные краевые условия, регулярное решение задачи,
однородная задача, производная дробного порядка, оператор дробного интегро-
дифференцирования, сингулярные интегральные уравнения, регуляризатор, аф-
фиксы точек, кривая Жордана.

Для цитирования
Задача с нелокальными краевыми условиями на характеристиках для уравне-

ния смешанного типа с двумя линиями вырождения / Ф. М. Нахушева, В. А. Во-
дахова, З. Х. Гучаева, А. Х. Кодзоков // Вестник Бурятского государственного уни-
верситета. Математика, информатика. 2024. № 1. С. 3–17.

Введение
Задачи с нелокальными условиями возникают во многих областях фи-

зики, биологии, теории влагопереноса. Первые работы по нелокальным
задачам появились у Л. И. Камынина, А. Ф. Чудновского, В. А. Стеклова.
Позже появились работы А. В. Бицадзе, А. А. Самарского, А. М. Нахуше-
ва, Е. И. Моисеева, Н. И. Ионкина и др. В 1969 г. А. М. Нахушевым были
предложены нелокальные задачи нового типа, которые положили начало
важному этапу в становлении и развитии теории краевых задач. Эти зада-
чи были названы краевыми задачами со смещением,  а за рубежом — за-
дачами Нахушева. Они дают обобщение задачи Трикоми и включают в
себя класс задач с самосопряженными операторами. В работах, посвя-
щенных исследованию задач со смещением для уравнений смешанного
типа, краевые условия обычно содержат классические операторы. В нело-
кальных краевых задачах содержатся операторы более сложной структу-
ры и операторы дробного интегро-дифференцирования.

Появились работы, посвященные численным методам решения нело-
кальных краевых задач.

К нелокальным задачам не применима разработанная А. А. Самарским
общая теория устойчивости разностных схем, поскольку не имеет место
положительность и самосопряжённость операторов, входящих в канони-
ческую форму разностных схем, аппроксимирующих краевые задачи с
нелокальными условиями. Численным, в основном разностным, методам
исследования нелокальных задач посвящены работы А. В. Гулина,
Н. И. Ионкина, В. А. Морозова, В. Л. Макарова, М. Х. Шханукова-
Лафишева и др. [7; 12]. Разностным методам решения нелокальных крае-
вых задач для уравнений теплопроводности посвящены работы [8–12].

Постановка задачи
Рассмотрим уравнение смешанного типа

( ) 0sgn =+ yy
k

xx
k uxxyuy , 0>º constk                        (1)
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в конечной односвязной области W , ограниченной кусочно-гладкой кри-
вой Жордана s  с концами в точках ( )0,1A , ( )1,0B , расположенной в пер-

вом квадранте 0>x , 0>y  и характеристиками ( ) 1: =-+ pp yxAD ,

0: =+ yxCD , ( ) 1: =+- pp yxBC , 22 += kp . Как уже указано, обозна-
чено через 1W , 2W  — гиперболические части смешанной области W , где

0>x  и 0<x  соответственно; 3W  — эллиптическая часть области W ;

( )1 2Á Á  — интервал 10 << x  ( 10 << y ) прямой 0=y  ( 0=x ). Под
регулярным в области W  решением уравнения будет пониматься функция
( )yxu ,  из класса ( ) ( ) ( )321

21 WWWWW UUII CCC , удовлетворяющая
уравнению и такая, что ( )0,xuy , ( )yux ,0  на концах интервала 10 << x
( 10 << y )  могут обращаться в бесконечность порядка ниже b21- , b  —
порядок дробных производных в нелокальном условии.

Задача А. Найти регулярное в области W  решение ( )yxu ,  уравнения
(1), удовлетворяющее краевым условиям

( ) ( ) ( ) sj Î"= yxyxyxu ,,,, ,                                     (2)
( ) ( ),, 1 xcyxu OD =                                                 (3)

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 221
12

110
12

01 ,1 ÁÎ"=-+ -- yycyQuyDybyQuyDya yy
bbbb ,        (4)

( )42 += kkb , где ( )yQ0 , ( )yQ1  — аффиксы точек пересечения характе-
ристик уравнения (1), выходящих из точки ( ) 2,0 ÁÎy  с характеристика-
ми OC , BC ; ( )yx,j , ( )ya1 , ( )yb1 , ( )xс1 , ( )yс2  — заданные непрерывные

функции, причём ( ) ( ) 2
22 ,0
11

ÁÎ¹+ yybya ; ( ) ( )sj 1, Сyx Î ;

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,,, ,2
11 >ÁÎ hСtсybya i

h
i ; 2,1=i ; fD l

y0 , fD l
y1  — операторы

дробного в смысле Римана — Лиувилля интегро-дифференцирования [1].
Существование и единственность задачи А были доказаны [2] в случае,

когда краевые условия (3),  (4)  заменены условиями
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 2,1,,1

1
10

1
0 =ÁÎ"=+ -- ittctQuDtbtQuDta iititi

bb .

Единственность решения задачи
Доказательство единственности решения задачи проведено в случае вы-

полнения условий (2)–(4). Решение задачи Коши для уравнения (1) с дан-
ными на линии вырождения 0=y  в области 1W  даётся формулой [4; 5]:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ò ---

G
G

-=
+-+---

p

p

b

a

ppp dtttbattxypyxu

1

1
1

12212212
2

43 22, t
b
b bbb
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( )
( )

( ) ( ) ( )ò
---- --

-G
-G

-

p

p

b

a

ppp dtttbattp

1

1
1

222222
2

14

1
222 u
b
b bbb ,           (5)

где ( )pp yxa --= , ( )pp yxb -+= . Также в области 2W :

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ò ---

G
G

-=
+-+---

p

p

b

a

ppp dtttbattxypyxu
1
1

1
1

1 2
12212

1
212

2
43 22, t

b
b bbb

( )
( )

( ) ( ) ( )ò
---- --

-G
-G

-

p

p

b

a

ppp dtttbattp
1
1

1
1

1 2
222

1
222

2
14

1
222 u
b
b bbb ,                 (6)

где ( )pp xya --=1 , ( )pp xyb -+=1 , ( )aG  — гамма функция Эйлера.
Удовлетворим функцию ( )yxu ,  краевому условию (3). Так как в точке

( )xx -,  имеем 0=a , pxb 2= , то после замены переменной интегрирова-

ния по формуле pt 2=x , переобозначив x  через t , затем px4  через x ,
получим:

( ) ( )
( ) ( )-

G
G

= +---- xxDxu x
pp

OD 1
1

0
1142 ~22 t

b
b bbb

( )
( )

( ) ( ).~
1

222 1
211

0
24 xxD p

x u
b
b bbb ----

-G
-G

-                         (7)

Здесь ( ) ( )pxx 2
11

~tt = , ( ) ( )pxx 2
11

~uu = .

Отсюда с учётом (3) будем иметь:
( ) ( )

( ) ( )-
G
G ----- xxDx x

p
1

1
0

21134 ~22 t
b
b bbbb

( )
( )

( ) ( ) ( )xcxxD p
x 1

42
1

211
0 2~

1
22 bbb u
b
b ---- =

-G
-G

- .                     (8)

Вычислим теперь ( )[ ]yQu 0 , ( )[ ]yQu 1 , где ( ) ( ) ( ) pp yiyyQ 11
0 22 +-= ,

( ) ( )( ) ( )( ) pp yiyyQ 11
1 2121 ++--=  —  аффиксы точек пересечения ха-

рактеристик уравнения (1), выходящих из точки ( ) 2,0 ÁÎy  с характери-
стиками OC , BC  соответственно.

Так как в точке ( )yQ0  имеем 01 =pa , pp yb 1
1 = , то после замены пере-

менной интегрирования pt 21x=  и переобозначения x  через t , а затем 2y
через y , будем иметь:

( )[ ] ( )
( ) ( )-

G
G

= --- yyDyyQu y 2
1

0
21

0
~2
t

b
b bbb
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( )
( )

( ) ( )yyD p
y 2

211
0

24 ~
1

222 u
b
b bbb ----

-G
-G

- ,                         (9)

где ( ) ( )pyy 2
22

~tt = , ( ) ( )pyy 2
22

~uu = .
Аналогично вычислим ( )[ ]yQu 1 . Так как в точке ( )yQ1  имеем

pp ya 11
1 = , 11

1 =pb , то, производя замену переменной интегрирования по

формуле pt 2=x , переобозначив x  через t , затем 2y  через y , получим:

( )[ ] ( )
( ) ( ) ( ) ( )---

G
G

= --- yyDyyQu y 2
1

1
21

1
~112
t

b
b bbb

( )
( )

( ) ( ) ( )yyyD p
y 2

211
1

24 ~1
1

222 u
b
b bbb ---- -

-G
-G

- .                (10)

Удовлетворяя (9), (10) краевому условию (4), будем иметь:
( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ 12
01

24
21

1
1

1

1
222~12 ----

-G
-G

--+
G
G bbbbb

b
b

t
b
b yDyayybyyay y

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )] ( ).(11)~11~
22

211
1

12
112

211
0 ycyyyDyDybyyD p

yy
p

y =--+ ------- uu bbbbbb

После преобразования интегралов, входящих в полученное равенство, оно
примет вид:

( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )-+-

G
G -- yybyyay 21

1
1

1 ~12
t

b
b bb

( )
( ) ( ) ( )[ ( ) ( )+×-
-G
-G

- ---- yyDyay p
y 2

2112
01

124 ~1
1

222 u
b
b bbb

( ) ( ) ( )] ( ) ( ).1~
2

11
2

2112
11

1 ycyyyyDyby p
y

bbbb u ----- -=+            (12)
Имеет место теорема единственности решения задачи.
Теорема. В области W  не может существовать более одного регу-

лярного решения задачи А, если выполнены условия
( ) 215 -£k , ( ) ( ) ( ) 01 1

1
1

1 ¹+- -- ybyyay bb ,

( ) 01 ¹ya , ( )
( )
( ) 2

1

1
1

21 ,0
1

11
ÁÎ"³

¢

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+
-

+ y
ya
yb

y
y

y kp

b

.

Доказательство. Пусть ( )yxu ,  — решение однородной задачи А. Тогда
в области эллиптичности уравнения (1) имеет место равенство  [2]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )òòòò +=+
W

1

0
22

1

0
11

22

3

dyyyydxxxxdxdyuxuy kk
y

k
x

k utut .    (13)

Полагая ( ) 2,1,0 =º itci , нетрудно установить справедливость сле-
дующих неравенств:
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( ) ( ) yxtidtttt ii
k ,,2,1,0

1

0

==³ò ut .                           (14)

При ( ) 01 ºxc  (8) примет вид:

( ) ( ) ( )xxDxkxxD p
xx 1

211
0

12
11

1
0

~~ ut bbbbb ------ = ,

где
( )
( )

( )
( )

36
1 2

21
22 -

G
G

-G
-G

= b

b
b

b
bk .

Подействуем на обе части последнего уравнения оператором b
xD0 :

( ) ( ) ( )xxDxDkxx p
xx 1

211
0

12
011

1 ~~ ut bbbbb ----- = .              (8*)
После преобразования двойного интеграла (8*) можно переписать:

( ) ( ) ( )xxDkx p
x 1

21212
011

~~ ut bb --= .

Тогда ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )òòò -

=
-G -x p

kk

x
ddxxxdxxxx

k
0

2
1

2121

0
1

1

0
11

1

~~~~21
b

b

x
xxuxutub . Далее

воспользуемся известной формулой для функции ( )mG  [6]

( ) 10,0,
2

coscos
0

1 <<>
G

=ò
¥

- mpmm
m

m k
k

dtktt .

Полагая bmx 2, =-= xk , получим:

( ) ò
¥

- -
G

=
- 0

12
2 cos

cos2
11 dtxtt

x
x

pbbx
b

b .              (15)

С учётом (15) и формулы ( ) ( ) zzz pp sin1 =-GG , поменяв порядок ин-
тегрирования, будем иметь:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) òòòò
¥

--=
0

12

0

*
1

0

*
1

1

0
11

1

cos~~~~
sin2

11 dttdxtxdxxxdxxxx
k

x
k bxxuugtu

pb
p ,

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pkp xx 212
11

212* ,~~
1

+-- == bb gxuxxu .

Принимая во внимание равенства

( ) ( ) ( )òò =

¢

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ xx

dttxxdt
0

**

2

0

* cos~cos~2cos~
111

xxxuuxxxu ,

( ) ( ) ( )òò =

¢

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ xx

dttxxdt
0

**

2

0

* sin~sin~2sin~
111

xxxuuxxxu ,

после интегрирования по частям с учётом того, что ( ) 11 =xg , получим:
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( ) ( ) =ò
1

0
11

1

~~
sin2

dxxxx
k

k tu
pb

p

( ) ( )
ïî

ï
í
ì

-
ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
= òòò

¥
-

21

0

*
1

21

0

*
1

0

12 sin~cos~ xxxuxxxub dtdtdtt

( ) ( ) ( )
ïþ

ï
ý
ü

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
+÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
¢- òòò

2

0

*
1

2

0

*
1

1

0
1 sin~cos~

xx

dtdtdxx xxxuxxxug .

Очевидно, правая часть равенства будет положительной при выполне-
нии условия ( ) ,01 £¢ xg  где ( ) ( )( ) ( )pkxpkx 2112

1 212 +--+-=¢ bbg . Или равно-

сильное неравенство ( ) 215 -£k .
Положим теперь, что ( ) 02 ºyc . Тогда уравнение (12) примет вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yyDynyyDymy
k

p
y

p
y 2

2112
112

2112
012

2

~~~1 uut bb ---- += ,

где ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ybyyay

yayym
1

1
1

1
1

1

1 1
1

bb

b

--

-

+-
-

= , ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ybyyay

ybyyn
1

1
1

1
1

1

1 1
1

bb

b

--

-

+-
-

= ,

( ) ( )
( ) ( )bb

bbb

21
222 24

2 G-G
G-G

=
-

k .

Из последнего уравнения запишем:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
+

-
=

-G
òòò

-y p
kk

y
ddyymyydyyyy

k
0

2
2

211

0
12

1

0
22

2

~~~~21
bx
xxux

uut
b

( ) ( ) ( )
( )òò -

+
-1

2
2

211

0
12

~~
y

p
k

y
ddyynyy bx
xxux

u .

С учётом формулы (15)  и того,  что ( ) ( )bbpbp 2122sin -GG= , поменяв
порядок интегрирования, будем иметь:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +-= òòòò
¥

-
y

k dytdyyymdttdyyyy
k 0

*
1

0

*
1

0

12
1

0
22

2
cos~~~~

sin2 22
xxxuuut

pb
p b

( ) ( ) ( )òòò -+
¥

-
1

*
1

0

*
1

0

12 cos~~
22

y

dytdyyyndtt xxxuub ,

где ( ) ( ) ( )xuxu 2
21* ~~

2

py -= , ( ) ( ) ( )ymyym pk
1

21
1

+= , ( ) ( ) ( )ynyyn pk
1

21
1

+= .
После преобразований и интегрирования по частям с учётом того, что

( ) 011 =m , ( ) 001 =n , получим:
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( ) ( ) =ò
1

0
22

2

~~
sin

dyyyy
k

k ut
pb

p

( ) ( ) ( ) -
ïî

ï
í
ì

ú
ú
ú

û

ù

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+

ê
ê
ê

ë

é

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
¢-= òò òò

¥
-

2

0

*
1

0

2

0

*
1

0

12 cos~cos~
22

yy

dtdtdyymdtt xxxuxxxub

( ) ( ) ( ) .sin~cos~
2

1
*

2
1

*
1

0
1 22

ï
þ

ï
ý

ü

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+÷

÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
¢- òòò

yy

dtdtdyyn xxxuxxxu

Правая часть равенства будет положительна при выполнении условий
( ) 01 £¢ ym , ( ) 01 ³¢ yn . Вследствие введённых обозначений будем иметь:

( ) ( ) pky
ynym 21

1
+

=+ ,

откуда ( ) ( ) ( )ymykpyn kp
1

121
1 21 ¢-+=¢ -+ .  Отсюда ввиду того,  что

( ) 021 211 ³+ ++- pkykp , то требование ( ) 01 £¢ ym  автоматически повлечёт за
собой условие ( ) 01 ³¢ yn . Запишем ( )ym1¢  в виде

( ) ( )
( )

1

1

1
211 1

11
-

+ ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+=¢
ya
yb

y
y

y
ym kp

b

 и требуем, чтобы ( ) 01 £¢ ym . Это

требование вполне будет обеспечиваться требованием теоремы

( )
( )
( ) 2

1

1
1

21 ,0
1

11
ÁÎ"³

ú
ú

û

ù

ê
ê

ë

é

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+
-

+ y
ya
yb

y
y

y kp

b

.

Отсюда заключаем справедливость неравенства (14). Из соотношений
(13), (14) сразу следует единственность решения задачи А.

Существование решения задачи
Для простоты будем считать, что ( ) 0, ºyxj  и кривая s  совпадает с

нормальным контуром 1: 22
0 =+ pp yxs . Основные соотношения между

( )x1
~t , ( )x1

~u , принесённые на 1Á  из эллиптической 3W  [2] и гиперболиче-
ской 1W  частей смешанной области W  соответственно, имеют вид:

( ) ( ) -
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
-

-
-= ò - xxu

xx
xgt bb
b

1

0
122

21
1

~
1

11
2

~ d
xxp

x

( ) ( )
( ) xxu

xx
xg

bb
bò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é

+
-

+
- -

1

0
122

21 ~
1

11
2

d
xxp

,                   (16)
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( ) ( )
( ) ( )-

G
G ----- xxDx x

p
1

1
0

21184 ~22 t
b
b bbbb

( )
( )

( ) ( ) ( ).2~
1

22
1

42
1

211
0 xcxxD p

x
bbb u

b
b ---- =

-G
-G

-                     (17)

Исключая ( )x1
~t  из (16) и (17) и разделив обе части уравнения на

( ) ( )
( )

bb

b
bg 21184 22

2
---

G
G

- x
p

p , получим:

( ) +
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
-

-ò --- xxu
xx

x bb
bbb

1

0
122

211
0

~
1

11 d
xx

xD x

( ) ( )
( ) +ú

û

ù
ê
ë

é

+
-

+
+ ò --- xxu

xx
x bb
bbb

1

0
122

211
0

~
1

11 d
xx

xD x

( ) ( ) ( ) ( ).~
11

211
01 xgxxDxB p

x =+ --- ubb                            (18)

Здесь ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )bb

bb
g

bb

21
2222 1184

1 G-G
-GG

= +--- xpxB p ,

( ) ( )
( )

( ) ( )xсxpxg p
1

14212
1 2

2
2 ++--

G
G

-= bb

b
b

g
, ( )

( )bp
b

g b 22 42

2

G
G

= - .

Подействуем на обе части (18) оператором b-1
0xD . В результате, учитывая,

что fDfDD xxx
baba += 000 , будем иметь:

( ) +
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
-

-ò --- xxu
xx

x bb
bbb

1

0
122

21121
0

~
1

11 d
xx

xD x

( ) ( )
( ) -ú

û

ù

+
-ê

ë

é

+
+ ò --- xxu

xx
x bb
bbb d

xx
xD x 12

1

0
2

21121
0

~
1

11

( ) ( ) ( ) ( )xgDxxDxBD x
p

xx 1
1
01

211
01

1
0

~ bbbb u ----- =+ .                  (19)
После ряда преобразований интегралов в уравнении интегральное

уравнение (19) примет вид:

( ) ( ) ( ) ( )xgdtttxkxс =+ ò
1

0
11

~,~ uu ,                                     (20)

где constс = , ( ) ( ) ( )xcxDxcxg x
p

1
121

0
211

3
---+= bbb ,

( )
( )

36
3 2

2
2 -

G
G

-= b

b
b

g
pc ,

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ïî

ï
í
ì

£+--

³++
=

-+

-+

,,,,,,

,,,,,
,

7654
211

321
211

txtxktxktxktxkx

txtxktxktxkx
txk

p

p

b

b
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( ) ( ) ( )
( ) ( )ò --

= -
--

x

t

p

tx
dB

dx
dttxk bb

b

xx
xx

p
pb

1
121

1
sin, ,

( ) ( ) ( ) ( )ò --G
= -

-
-

x

t tx
dt

dx
dtxk bb

b
b

xx
xx

b 221

1
21

2 2
1, ,

( ) ( ) ( ) ( )ò --G
= -

-- t

tx
d

dx
dtxk

0
221

121

3 2 bb

bb

xx
xx

b
,

( ) ( ) ( ) ( )ò --G
= -

-- x

tx
d

dx
dtxk

0
221

121

4 2 bb

bb

xx
xx

b
,

( ) ( ) ( ) ( )ò --G
= -

-- x

tx
d

dx
dttxk

0
221

121

5 12
, bb

bb

xx
xx

b
,

( ) ( ) ( ) ( )ò +-G
= -

-- x

tx
d

dx
dttxk

0
221

121

6 12
, bb

bb

xx
xx

b
,

( ) ( ) ( ) ( )ò +-G
= -

-- x

tx
d

dx
dttxk

0
221

121

7 2
, bb

bb

xx
xx

b
.

Далее рассмотрим основные соотношения между ( )y2
~t , ( )y2

~u , прине-
сённые на 2Á  из эллиптической 3W  [2] и гиперболической 2W  частей
смешанной области W  соответственно:

( ) ( ) -
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
-

-
-= ò - xxu

xx
xgt bb
b

1

0
222

21
2

~
1

11
2

~ d
yyp

y

( ) ( )
( ) xxu

xx
xg

bb
bò ú

ú
û

ù

ê
ê
ë

é

+
-

+
- -

1

0
222

21 ~
1

11
2

d
yyp

,                   (21)

( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ×-
-G
-G

=+-
G
G ---- yayyybyyay 1

124
21

1
1

1 1
1

222~12 bbbb

b
b

t
b
b

( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )ycyyyyDybyyyD p
y

p
y 2

11
2

2112
11

1
2

2112
0 1~~ bbbbb uu ------- -++× . (22)

Исключая ( )y2
~t  из (21) и (22) при ( ) 01 ¹ya , разделив обе части урав-

нения на
( )
( ) ( ) ( )yay 1

124 1
1

222 bb

b
b -- -

-G
-G

, получим:

( )
( )

( ) ( )
( )ê
ë

é
-

+
+

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
-

- òò --
b

b
bb

b

x
xxxu

xx
x 2

1

0

21
2

1

0
222

21
1

1~
1

11
y

yAd
yy

yA

( )
( ) ( ) ( )++ú

û

ù

+
- -- yyDd

y
p

y 2
2112

022
~~

1
1 uxxu
x

b
b
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( ) ( ) ( ) ( ),~
12

2112
12 xfyyDyA p

y =+ -- ub                        (23)

где ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )yay

ybyyay
p

yA
1

1
1

1
1

1

241 1
1

222
12

2 b

bb

bbb
bbg

-

--

- -
+-

-GG
-GG

= ,

( ) ( )
( )ya
yb

y
yyA

1

1
1

2 1

b-

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

= , ( ) ( ) ( )ycyyyf 2
11

1 1 bb -- --= .

Подействуем на обе части (23) оператором b21
0
-
yD . В результате получим:

( ) ( ) +
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

-
-

-ò -- xxu
xx

x bb
bb

1

0
222

21
1

21
0

~
1

11 d
yy

yAD y

( )
( ) ( )

( ) +
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

+
-

+
+ ò -- xxu

xx
x bb

bb
1

0
222

21
1

21
0

~
1

11 d
yy

yAD y

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).~~
1

21
02

2112
12

21
02

21 yfDyyDyADyy y
p

yy
p bbb uu ----- =++     (24)

После ряда преобразований уравнение (24) принимает вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfdtttykyyA =+ ò *
1

0
22

~,~ uu ,                           (25)

где ( ) ( ) ( ) ( )ycyyDyyyf y 2
1121

0
121 11 bbbbb ----- ---= ,

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )ya

ybyyaycy
ya
ybyyA

1

1
1

1
1

4
1

1

11 12cos1
bb

bb pb
--

-- +-
++-= ,

( )
( ) ( )[ ]pbp

bb
bp b 21

22
12

2
42

4 ctg
p

c +
-GG

-G
= - ,

( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )ï
ï
î

ïï
í

ì

³
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

++

++--
-

£++-

=
**

***
--

***--

*

,,
,,

,,,
1

,,,,,1

,

75

321121

864
121

yt
tyktyk

tyktyktyk
yy

yttyktyktykyy

tyk bb

bb

( ) ( )
( )

( ) ( )ò --G
= -

-
*

y

ty
dA

dy
dttyk

0
221

1
21

1 12
, bb

b

xx
xx

b
,

( ) ( )
( )

( ) ( )ò +-G
= -

-
*

y

ty
dA

dy
dttyk

0
221

1
21

2 12
, bb

b

xx
xx

b

( ) ( )
( )

( ) ( )ò +-G
= -

-
*

y

ty
dA

dy
dttyk

0
221

1
21

3 2
, bb

b

xx
xx

b
.

( )
( )

( )
( )

( ) ( )ò --G
= -

-
*

tp

ty
dA

dy
dttyk

0
221

2
21

4 2
, bb xx

xx
b

,
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( )
( )

( )
( )

( ) ( )ò --G
= -

-
*

yp

ty
dA

dy
dttyk

0
221

2
21

5 2
, bb xx

xx
b

,

( ) ( )
( )

( ) ( )ò --G
= -

-
*

t

ty
dA

dy
dttyk

0
221

1
21

6 2
, bb

b

xx
xx

b
,

( ) ( )
( )

( ) ( )ò --G
= -

-
*

y

ty
dA

dy
dttyk

0
221

1
21

7 2
, bb

b

xx
xx

b
,

( ) ( )
( )

( ) ( )ò --G
= -

-
*

y

t ty
dA

dy
dttyk bb

b

xx
xx

b 221
1

21

8 2
, .

Таким образом, вопрос разрешимости задачи А эквивалентно редуци-
руется к вопросу разрешимости интегральных уравнений (20) и (25) отно-
сительно неизвестных функций ( )x1

~u , ( )y2
~u . Исследуем гладкость ядер

( )txk , , ( )tyk ,*  и правых частей ( )xg , ( )yf  полученных уравнений. Из

представления ядер ( )txk , , ( )tyk ,*  видно,  что поведение их в смысле
гладкости будет аналогично поведению ядер ( )txk ,3 , ( )txk ,4  и ( )tyk ,

4

* ,

( )tyk ,
5

*  соответственно.
Поэтому ограничимся исследованием свойств только этих ядер. Оче-

видно, гладкость ядра ( )txk ,  будет определяться гладкостью интегралов:

( )
( ) ( )ò --

= -
-

t

tx
d

dx
dttxI

0
221

1
1 , bb

b

xx
x , ( )

( ) ( )ò --
= -

-
x

tx
d

dx
dttxI

0
221

1
2 , bb

b

xx
x .

После замены переменной интегрирования tz=x  и применения фор-
мулы [6]

( ) ( ),,,,1,,, 1 zFzzFz
dz
d

gbaagba aa += - ( ) p<- z1arg

и формулы автотрансформации
( ) ( ) ( ),,,,1,,, zFzzF gbgaggba bag ---= -- ( ) p<- z1arg

получим:
( ) ( ) ( ) 121

1 1, --- -= xtxtttxI bb , ( ) ( ) ( ) 1121
2 1, --- -= txtxttxI bb .

С учётом ( )txI ,1 , ( )txI ,2  можно переписать ядра

( ) ( ) ( )
tx

txxtxk
-G

=
1

2
, 23

3 b
, ( ) ( ) ( )

xt
txttxk

-G
=

1
2

, 21
4 b

.  Точно так же

гладкость ядра ( )txk ,*  будет определяться гладкостью интегралов:
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( ) ( ) ( )
( ) ( )ò --

= -
-

t
p

ty
dA

dy
dttyI

0
221

221
3 , bb xx

xx ,

( ) ( ) ( )
( ) ( )ò --

= -
-

y
p

ty
dA

dy
dttyI

0
221

221
4 , bb xx

xx .

После аналогичных вычислений имеем:

( ) ( ) ( )
( ) tyt

tAtytyI p -
= +

+ 1, 121
212

3
b , ( ) ( ) ( )

( ) ytt
yAtytyI p -

=
-

- 1, 121
212

4
b .

С учётом последних рассуждений можем записать:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

ty
ty

t
tAtyk p -G

= +
+

* 1
2

, 12
121

2
4

b

b
, ( ) ( )

( ) ( ) ( )
yt

ty
t
yAtyk p -G

= -
-

* 1
2

, 12
121

2
5

b

b
.

Таким образом, ядра ( )txk ,  и ( )tyk ,*  непрерывно дифференцируемы в

квадрате 21 Á´Á  при tx ¹ , ty ¹  и допускают оценки ( ) 1)1(, --= txotxk ,

( ) 1)1(, -* -= tyotyk , где )1(o  означает ограниченную в 21 Á´Á  величину.
Несложно также установить гладкость правой части в (20), (25). С учё-

том свойств дробных интегралов можно заключить, что
( ) ( ) ( )1

1
1 ÁÁÎ CCxg I , ( ) ( ) ( )2

1
2 ÁÁÎ CCyf I . Причём при 0=x , 0=y  мо-

гут обращаться в бесконечность порядка 21 , а при 1=x , 1=y  они огра-
ничены. Следовательно, при 0¹c , ( ) 0¹yA  система уравнений (20), (25)
есть система сингулярных интегральных уравнений.

Условия ( ) 0,2
1

22 ¹+ xxkc p , ( ) ( )[ ] 0,
2

1
22 ¹+ * yykyA p , где

( ) ( ) txtxktxk -= ,,1 , ( ) ( ) tytyktyk -= ** ,,
1

, гарантируют существование
регуляризаторов, приводящих сингулярные интегральные уравнения (20),
(25) к уравнениям Фредгольма второго рода, безусловная разрешимость
которых будет следовать из единственности решения задачи А.

По найденным ( )tiu
~  можно найти ( )tit

~ , 2,1=i ; 21,ÁÁÎt . Следова-
тельно, искомое решение задачи А в областях 1W , 2W  ищется как реше-
ние задачи Коши.

Заключение
В работе рассмотрено уравнение смешанного типа в конечной одно-

связной области W , ограниченной кусочно-гладкой кривой Жордана s  с
концами в точках ( )0,1A , ( )1,0B , расположенной в первом квадранте

0>x , 0>y , и характеристиками AD , BC , CD  уравнения. Существова-
ние и единственность решения уравнения c нелокальными условиями в
случае производных дробного порядка b-1  были доказаны в  [2]. Отме-
тим, что рассмотренная в работе задача относится к классу краевых задач
со смещением, сформулированных А. М. Нахушевым [3].
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Abstract. In this scientific article "A problem with non-local boundary conditions
on characteristics for a mixed-type equation with two lines of degeneracy", a proof of
the uniqueness and existence of a Cauchy solution for a mixed-type equation with two
lines of degeneracy is given. A problem with non-local boundary conditions on the
characteristics of the equation is investigated to find a regular solution for a mixed-type
equation. Non-local conditions contain fractional operators in the sense of Riem-na-
Liouville integro-differentiation.

It is proved that when certain conditions are met, there cannot be more than one so-
lution. The question of the solvability of the problem is equivalently reduced to the
question of the solvability of a system of integral equations, which is a system of singu-
lar integral equations. A condition is found that guarantees the existence of a regulator
that leads a system of singular integral equations to Fredholm equations of the second
kind. The possibility of reducing the problem to equivalent Fredholm integral equations
of the second kind and the uniqueness of the desired solution implies the existence of a
solution to the problem.

Keywords: non-local boundary conditions, regular solution of the problem, homo-
geneous problem, fractional order derivative, fractional integro-differentiation operator,
singular integral equations, regularizer, point affixes, the Jordan curve.
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