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Аннотация. В работе численно исследуется долговременная асимптотика ве-
роятности выживания частиц, диффундирующих в двумерных областях со слу-
чайно расположенными поглощающими ловушками. Исследованы две области:
фрактальная, построенная на основе кривой Коха, и обычная прямоугольная с
неравномерной плотностью посева ловушек, имитирующей проекцию фрактала.
Методом Монте-Карло смоделировано движение ансамбля частиц, проанализи-
рована зависимость времени жизни системы и финального числа выживших час-
тиц от количества ловушек. Установлено, что во фрактальной области захват
частиц происходит медленнее, что приводит к значительно более высокому
уровню выживаемости на больших временах. Показано, что для обеих областей
зависимость времени жизни от количества ловушек наилучшим образом аппрок-
симируется гиперболической функцией, что согласуется с теоретическими ре-
зультатами.
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Введение
Диффузия частиц в средах с поглощающими ловушками изучалась во

многих работах [1–3]. Интерес обусловлен как ожидаемыми новыми осо-
бенностями в транспорте частиц, так и различными приложениями. Од-
ной из актуальных областей применения являются low-k диэлектрики
[4–6].

Исследование диффузионных процессов в прикладных задачах часто
приводит к необходимости работать с достаточно сложными двумерными
и трёхмерными областями [7–9]. В качестве модели для описания объек-
тов со сложной структурой можно использовать фракталы и их производ-
ные. В случае исследования скорости захвата частиц на ловушки в фрак-
тальных областях возникла идея использовать аналогичные области с бо-
лее простой структурой за счёт сгущения посева ловушек на некоторой
части области.

В настоящей статье исследованы долговременные асимптотики веро-
ятности выживания частиц, диффундирующих во фрактальной области,
проведено сравнение с аналогичной плоской областью.

Статья выстроена следующим образом. Во втором пункте статьи сфор-
мулирована постановка задачи, кратко описаны алгоритмы и методы
численного моделирования, а также приводятся характеристики областей
и посевов ловушек. В третьем пункте изложены основные результаты
численного эксперимента. В четвертом пункте обсуждаются особенности
долговременных асимптотик вероятности выживания активных частиц. В
заключении обсуждаются результаты.

1 Постановка задачи
В статье рассматривается диффузия частиц в двумерных областях. Об-

ласть № 1 представляет собой двумерный фрактал, полученный из фраг-
мента кривой Коха (рис. 1).
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Рис. 1. Двумерная кривая Коха

Фрактал получен смещением кривой фрагмента кривой Коха по оси y.
Высота фрактала — 100, длина — 900 (размеры приведены в условных
единицах). На границах кривой произвольным образом размещаются
ловушки. Слева от основной фигуры размещается буферная зона.

Область № 2 — прямоугольная область, высота — 100, длина — 900.
В ряде источников предлагается моделировать фрактальные области как
проекцию на ось абсцисс.  В связи с этим область разделена на 3  части:
центральную и две боковые (рис. 2).

Рис. 2. Прямоугольная область

Посев ловушек проводится на границы области в соотношении, изо-
бражённом на рис. 2, здесь N — общее количество ловушек.

Для моделирования движения частиц воспользуемся вероятностным
подходом, предложенным в классических работах [10; 11], данный под-
ход позволяет моделировать диффузию частиц в различных областях
[12; 13].
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На каждой итерации алгоритма частица случайным образом выбирает
направление движения — одно из четырёх возможных (по направлению
осей координат). Новая координата определяется смещением по выбран-
ному направлению на условную единицу. При этом соблюдаются сле-
дующие правила:

1) если новая координата не занята другой частицей, то частица пе-
ремещается в неё, иначе остаётся на своём месте;

2) при достижении границы области частица «отражается», то есть
возвращается в исходное положение;

3) если в новой координате располагается ловушка, то частица ис-
ключается из дальнейшего итерационного процесса, а ловушка де-
активируется и больше не поглощает частицы.

2 Процесс моделирования и результаты
Для описанных областей сгенерировано 75 посевов с количеством ло-

вушек 700 ≤ M ≤ 2200, посевы генерировались с дискретным шагом
ΔM = 20.  Для каждого посева проведено 20 независимых запусков алго-
ритма количество итераций в запуске — 3 000 000, первоначальное коли-
чество частиц постоянно и равно 1 000.

Данные по числу активных частиц фиксировались через каждые 1000
числа шагов по времени (число итераций) для указанных конфигураций
ловушек. Также отдельно фиксировался номер итерации, на котором ко-
личество активных частиц становится меньше, чем вычисленное время
жизни. Полученные данные по конфигурациям были усреднены и постро-
ен график изменения количества активных частиц от времени (числа ите-
раций). Для генерации случайных чисел был использован алгоритм
«Вихрь Мерсенна».

2.1 Асимптотическое поведение на больших временах
Для начала рассмотрим, как изменяется количество активных частиц

после завершения итераций, то есть частиц, которые не были поглощены
ловушками. На рис. 3 представлены графики зависимости финального
количества активных частиц от количества ловушек в посеве.
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Рис. 3. Зависимость количества выживших частиц при различных количествах
ловушек. Сплошная линия — область № 1, пунктирная линия — область № 2

При увеличении количества ловушек число активных частиц уменьша-
ется в обеих областях, однако ввиду более сложной геометрической
структуры захват на ловушки в области № 1  происходит медленнее,  как
следствие, после завершения итерационного процесса во фрактальной
области количество активных частиц выше. Стоит отметить, что начиная
с M>1200 в области № 2 все частицы захватываются на ловушки.

В работе [14] нами предложено рассматривать величину «время выми-
рания»  (в данной статье мы будем использовать более корректную фор-
мулировку: время жизни) в качестве характеристики скорости захвата
частиц на ловушки. Время жизни определяется формулой:

0arg min t
t

NN
e

t æ ö= £ç ÷
è ø

,                                    (1)

где N0 — Начальное количество частиц, Nt —  количество активных (не-
захваченных) частиц на итерации t,  e — экспонента.  То есть время жиз-
ни — номер итерации, когда система теряет примерно 63% от начального
количества частиц. Для описанного эксперимента это означает, что долж-
на быть поглощена 631 частица.
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Рассмотрим зависимость времени жизни от количества ловушек. На
рис. 4 представлена зависимость среднего (по запускам) времени жизни
от количества ловушек.

Рис. 4. Зависимость количества выживших частиц при различных количествах
ловушек. Сплошная линия — область № 1, пунктирная линия — область № 2

При увеличении количества ловушек частицы быстрее захватываются,
как следствие, время жизни уменьшается. Отметим, что в прямоугольной
области время жизни достигается на всех конфигурациях, в то время как
для фрактальной время жизни было впервые достигнуто при M=920. Как
и в случае с количеством активных частиц, графики существенно отли-
чаются, при этом визуальный анализ не даёт однозначной оценки харак-
теру убывания.

2.2 Аппроксимация
Для определения характера убывания проведём аппроксимацию вре-

мени жизни для двух зависимостей. Для вычисления коэффициентов ап-
проксимации была использована функцию curve_fit из библиотеки SciPy.
В таблице 1 представлены результаты.
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Таблица 1
Средняя ошибка аппроксимации

Аппроксимирующая функция Область № 1, % Область № 2

a b
x
+

7.484 8.004

ln( )a x b+ 11.134 13.897

2ax bx c+ + 4.919 9.45

ax b+ 14.649 18.861

a b
x
+

9.327 11.073

b

a
x

- 18.861

В таблице 1 приведены результаты аппроксимации в первом столб-
це — вид аппроксимирующей функции, во втором столбце — значение
средней ошибки аппроксимации (в процентах) для фрактальной области,
в третьем столбце — средняя ошибка аппроксимации для прямоугольной
области. Лучший результат для двух областей показывает гипербола, что
совпадает с теоретическими выкладками.

Заключение
В статье проведено сравнительное численное исследование диффузии

частиц с поглощением ловушками во фрактальной и прямоугольной об-
ластях. Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Подтверждено качественное различие в процессе захвата частиц в
областях разной геометрии. Фрактальная структура области № 1 благода-
ря своей сложной геометрии существенно замедляет процесс захвата час-
тиц ловушками. Это проявляется в более высоком конечном количестве
выживших частиц и в более высоких значениях времени жизни частиц во
фрактальной системе по сравнению с прямоугольной областью № 2 при
одинаковом количестве ловушек.

2. Количественно показано, что зависимость времени жизни системы
от количества ловушек в обоих случаях имеет гиперболический характер,
что подтверждается результатами аппроксимации с наименьшей средней
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ошибкой. Это свидетельствует о том, что, несмотря на кардинальное раз-
личие в геометрии, общий характер асимптотики сохраняется, однако
особенности поведения определяются конкретной структурой области.

3. Предложенный подход к моделированию фрактальной области с
помощью прямоугольной с неравномерным посевом ловушек показал
возможность такого подхода, однако выявлены и существенные количе-
ственные расхождения, что указывает на невозможность полного сведе-
ния сложной геометрии к простой за счет изменения распределения ло-
вушек.

Таким образом показано, что фрактальная геометрия существенно
влияет на кинетику диффузионно-контролируемых реакций.
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Abstract. This paper numerically investigates the long-term asymptotic behavior of
the survival probability of particles diffusing in two-dimensional domains with ran-
domly placed absorbing traps. Two modeled domains are compared: a fractal structure
based on the Koch curve and a rectangular area with a non-uniform trap density mim-
icking the fractal projection. Using the Monte Carlo method, the motion of an ensem-
ble of particles was simulated, and the dependence of the system's lifetime and the fi-
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nal number of surviving particles on the number of traps was analyzed. It was found
that particle capture occurs slower in the fractal domain, leading to a significantly
higher survival rate at long times. It is shown that for both domains, the dependence of
the lifetime on the number of traps is best approximated by a hyperbolic function,
which is consistent with theoretical predictions.
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