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Полуспециальные контактные 2-геодезические  

преобразования AC-структур 
 

В данной работе исследованы свойства полуспециальных контактно 2-
геодезических преобразований почти контактно метрических структур 
(АС-структур), введенных в работе [1]. В первой части работы найден ин-
вариантный вид структурных тензоров (см. [2]) почти контактных метри-
ческих структур, который был использован для нахождения формул пре-
образования структурных тензоров почти контактных метрических струк-
тур при контактно 2-геодезических преобразованиях. Далее получен ин-
вариант почти контактных метрических структур при контактно 2-
геодезических преобразованиях первого линейного типа. Выделены так 
называемые полуспециальные контактно 2-геодезические преобразова-
ния, и получены формулы преобразования структурных тензоров при по-
луспециальных контактно 2-геодезических преобразованиях. В заключе-
нии, получено тождество, которому удовлетворяет аффинор полуспеци-
альных 2-геодезических преобразований. 

Ключевые слова: почти контактные структуры, 2-геодезические пре-
образования, структурные тензоры почти контактных структур. 
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Semi special contact 2-geodesic transformations of AC-structures 

 
In this paper we investigate the properties of semi-technical contactly 2-

geodesic transformations of the almost contact metric structure (AС-
structures), which was introduced in [1]. In the first part of the work we found 
invariant form of structural tensors (see [2].) of almost contact metric struc-
tures, which has been used to find the transformation formulas of structural 
tensors of almost contact metric structures when a contactly 2-geodesic trans-
formations. Next we obtained invariant almost contact metric structures when 
contactly 2-geodesic transformations of the first linear type.  So-called a semi-
technical a contactly 2-geodesic transformations were allocated, and formulas 
for the transformation of structural tensor were obtained when a semi-technical 
2-geodesic transformations.  Finally, we obtain the identity, which affinor of 
semi-technical 2-geodesic transformations satisfies. 

Keywords: almost contact structures, 2-geodesic transformations, structure 
tensors of almost contact structures. 
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Введение 
Теория геодезических преобразований (см. [3]) и их обобщений (см. 

[4]) являются важным объектом изучения современной дифференциаль-
ной геометрии. Первоначальный интерес к этой теории был определен ее 
важным прикладным аспектом, связанным с изучением динамических 
траекторий механических систем с n-степенями свободы. Основопола-
гающую роль в становлении теории геодезических преобразований и их 
обобщений сыграли такие известные ученные как Т. Леви-Чивита, Г. 
Вейль, Т. Томас, Н.С. Синюков, К. Яно и другие. 

    
1. Постановка задачи 

Приведем вначале необходимые для дальнейшего факты из теории 2-
геодезических преобразований. 

Пусть ( ), ,M g =< × × > - риманово многообразие, Ñ - риманова связ-
ность метрики g .  

Определение 1.  [4]  Кривая ( )g t  на M  называется 2-геодезической 
(или почти геодезической), если вдоль нее существует параллельное поле 
2-мерных плоскостей 2 ( )( ) ( )tG t T MgÌ , содержащее касательное вектор-

ное поле этой кривой, т.е. 2( ) ( )t G tg
×

Î . 
Определение 2. [4] Диффеоморфизм (1) : M Mr ®  называется 2-

геодезическим преобразованием, если оно каждую геодезическую кривую 
( )tg  преобразует в 2-геодезическую кривую ( ) (1) ( )t tg r g= o .  В частно-

сти, если ( ) ( ( ), ( ( )))G t L t K tg g
× ×

= , где L - линейная оболочка векторов; K - 
аффинор, то (1)r  называется 2-геодезическим преобразованием первого 
линейного типа. 

Наша задача: изучить 2-геодезические преобразования почти контакт-
ных метрических структур. 

 
2. Формулы преобразования структурных тензоров AC-

структур при контактно 2-геодезических преобразованиях 
Пусть Ñ - риманова связность метрики g , °Ñ - риманова связность 

метрики ° (1)g gr *= , °T =Ñ -Ñ  – тензор аффинной деформации. Тогда, 
как известно [3], тензор 2-геодезических преобразований первого линей-
ного типа имеют следующий вид: 

       
0 0 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )T X Y X Y Y X X KY Y KYw w w w= + + + .                (1) 

Определение 3. ([2]) Почти контактной метрической (короче AC-) 
структурой называется совокупность { }, , , gx hF  тензорных полей на M , 
где  ,g = × × - риманова метрика, F - тензор типа (1,1), называемый 
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структурным эндоморфизмом, x - вектор, h - ковектор, называемые 
структурным вектором и ковектором, соответственно. При этом:        

1) ( ) 1h x = ;   2)  2 id x hF = - + Ä ;     3)  0h F =o ; 
4) ( ) 0xF = ;  5) ( , ) ( , ) ( ) ( )g X Y g X Y X Yh hF F = - ; 

где , ( )X Y McÎ . Многообразие с фиксированной AC-структурой называ-
ется почти контактным метрическим (короче AC-) многообразием.  

Пусть 2 1nM + - гладкое многообразие с почти контактной метрической 
структурой { }, , , gx hF , ( )Mc -модуль гладких векторных полей на мно-
гообразии M . 

Определение 4. ([5]) 2-геодезическое преобразование (1) : M Mr ®  
называется контактно 2-геодезическим преобразованием, если четверка 
{ }*, , , (1)g gx h rF =% также AC-структура. 

В работе [2]  были введены в рассмотрение структурные тензоры AC-
структуры, играющие ключевую роль в контактной геометрии. Можно 
показать, что в инвариантном виде они имеют следующий вид:                      

{
}

2

2

2

2 2 2

1( , ) ( ) ( )
8

( ) ( ) ,

YY

Y Y

B X Y X X

X X

FF

F F

= - F Ñ F F +F Ñ F F +

+F Ñ F F -F Ñ F F

o o

o o

 

{
}

2

2

2

2 2 2

1( , ) ( ) ( )
8

( ) ( ) ,

YY

Y Y

C X Y X X

X X

FF

F F

= - -F Ñ F F +F Ñ F F +

+F Ñ F F +F Ñ F F

o o

o o

 

    
{ 2

2

2 2

1( ) ( ) ( )
2

1 1( ) ( ) ,
2 2

XX
D X

X Xx x

x xFF
= - F Ñ F -F Ñ F -

ü- F Ñ F F + F Ñ F F ý
þ

o o

o o

                    (3) 

{ 2
21( ) ( ) ( ) }

2 XX
E X x xFF

= - F Ñ F -F Ñ Fo o , 

{ 2
21( ) ( ) ( ) }

2 XX
F X x xFF

= F Ñ F -F Ñ Fo o , 

( ) ( )G X x x= F Ñ Fo . 
Ковариантная производная структурного эндоморфизма с учетом (1) 

имеет следующий вид:  

0 0 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )X XY Y Y X Y X X K Yw w wÑ F =Ñ F + F F - F + F +o  

    
1 1 1

( ) ( ) ( )Y KX Y KX X KYw w w+ F - - F - Fo o .                     (4) 

Путем несложных, но громоздких вычислений, с учетом формул (3) и 
(4) были получены следующие структурные тензоры AC-структуры  
{ }*, , , (1)g gx h rF =% : 
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° 2 2

0 0

1 1( , ) ( , ) ( ) ( )
2 2

B X Y B X Y X Y X Yw w= - F F - F F -  

2 2 2 2

1 1 1

1 ( ( ) ( ) ( ) ( ) )
4

K Y X X Y Y X X Yw w w w- F F F + F F - F F - F F +o o  

2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 ( ( ) ( ) ( ) ( ) )
4

K Y X X Y Y X X Yw w w w+ F F F + F F + F F + F Fo o ,   

° 2 2 2

1 1 1

1( , ) ( , ) ( ( ) ( ) ( )
4

C X Y C X Y K Y X X Y Y Xw w w= - F F F + F F + F F +o o  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

1( ) ) ( ( ) ( ) ( )
4

X Y K Y X X Y Y Xw w w w+ F F - F F F + F F - F F -o o  

1
( ) )X Yw- F F , 

  °( ) ( )D X D X= ,                                             (5)      

° 2

0 1 1

1( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) )
2

E X E X X K X Xw x w x w x= - F - F F + F +o  

2 2 2

1 1

1 ( ( ) ( ) )
2

K X Xw x w x+ F F + Fo , 

°

1 1

1( ) ( ) ( ( ) ( ) )
2

F X F X K X Xw x w x= - F F + F -o  

2 2 2

1 1

1 ( ( ) ( ) )
2

K X Xw x w x- F F + Fo , 

° 2

1
2 ( ) ( ).G G Kw x x= - F o  

Из (5) следует  
Теорема 1.  Контактно 2-геодезическое преобразование первого ли-

нейного типа сохраняет структурный тензор D.         
 

3. Полуспециальные контактно 2-геодезические 
преобразования почти контактных метрических структур  

 
Наложим на аффинор K дополнительные условия: 

      
невырожденныйаффинор,

.
K

K K
-ì

í F = Fî o o
                                     (6)                                                                           

При таких условиях ковариантная производная структурного эндо-
морфизма имеет следующий вид:      

°

0 0
( ) ( ) ( ) ( )X XY Y Y X Y Xw wÑ F =Ñ F + F F - F +  

       
1 1

( ) ( )Y KX Y KXw w+ F - F o .                                    (7)           

Определение 5. ([1]) Если аффинор  K  удовлетворяет условиям (6), то 
контактно 2-геодизические преобразования первого линейного типа AC-
структуры называются  полуспециальнымы.  
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Подставив (7) в формулы (5), мы получим, что справедлива 
Теорема 2. Для полуспециальных контактно 2-геодезических преобра-

зований выполняются соотношения: 
° 2 2

0 0

1 1( , ) ( , ) ( ) ( )
2 2

B X Y B X Y X Y X Yw w= - F F - F F -  

2 2

1 1

1 1( ) ( )
2 2

X KY X KYw w- F F - F F , 

°( , ) ( , )C X Y C X Y= , 
°( ) ( )D X D X= , 

° 2 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( )E X E X X KXw x w x= - F - F , 

°( ) ( )F X F X= , 
°G G= . 

Теорема 3. Для полуспециальных контактно 2-геодезических преобра-
зований выполняется тождество: ( ) ( )KX Xh lh= , где ( )Kl h x= . 

Доказательство: 
Для полуспециальных контактно 2-геодезических преобразований вы-

полняется равенство:  
2 2KX K XF = Fo o . 

С учетом последнего равенства и (2)2, получаем: 
  ( ) ( )KX X Kh x h x=  .                                        (8)    

Заменив X x® , получаем: 
( )K Kh x x x= . 

Обозначим  ( )Kh x l= , тогда 
Kx lx= . 

Таким образом, (8) примет вид: 
( ) ( )KX Xh x lh x= . 

Отсюда следует, что 
( ) ( )KX Xh lh= . 

 
Заключение 

В работе рассматриваются полуспециальные контактно 2-
геодезические преобразования. Такие преобразования интересны тем, что 
они являются важным частным случаем p-геодезических преобразований 
и достаточно естественным образом связаны с почти контактными метри-
ческими структурами.  
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