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Кривизна сферического образа двумерной поверхности 
с ненулевым кручением в 4E  

 
В статье рассматриваются двумерные поверхности в четырехмерном 

евклидовом пространстве. Изучаются свойства сферического образа этих 
поверхностей. В частности, получена формула, позволяющая вычислять 
кривизну сферического образа рассматриваемой поверхности через гео-
метрические характеристики исходной поверхности. 
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The curvature of the spherical image of the two-dimensional surface  

with non-zero torsion in 4E  
 
The article deals with two-dimensional surface in four-dimensional Euclid-

ean space. We study the properties of the spherical image of these surfaces. In 
particular, the formula is obtained, which can be used to calculate the curvature 
of the spherical image of the surface by the geometrical characteristics of the 
original surface. 

Keywords: two-dimensional surface, spherical mapping, Gaussian curva-
ture, torsion coefficients. 

 
Введение 

Теория двумерных поверхностей с кручением в 4E  построена А.И.  
Фирсовым в работе [1]. В этой работе получены деривационные формулы 
для таких поверхностей. 

К.Ш. Рамазанова в работе [2] изучала свойства гауссовой кривизны 
двумерных поверхностей в четырехмерном евклидовом пространстве. 

В статье [3] выведена формула, позволяющая вычислять кривизну 
сферического образа двумерной поверхности в 4E  через геометрические 
характеристики исходной поверхности для поверхностей без кручения.  В 
работе [4] результат был перенесен на многомерный случай. 

В настоящей статье результат работы [3] обобщен на случай поверхно-
сти в четырехмерном евклидовом пространстве, имеющей ненулевые ко-
эффициенты кручения.  
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1. Основные определения и формулы 
Пусть 2F  есть 3C  – регулярная поверхность в евклидовом простран-

стве 4E , которая задается вектор-функцией 
 ).,( 21 uurr

rr
=  (1) 

Во всех точках этой поверхности существуют касательная и нормаль-
ная плоскости. Зададим в каждой нормальной плоскости ортонормиро-
ванный базис, состоящий из векторов  nr  и mr . На поверхности 2F  поя-
вятся два векторных поля nr  и mr . Пусть эти поля принадлежат классу  

2C . 
 
Определение. Поверхность 2F  вместе с полем нормалей nr  или  mr  

будем обозначать 2
1F  или  2

2F  соответственно и называть пространствен-
ной полосой. 

Рассмотрим отображение 
 ,: 32

1 SF ®u  (2) 

которое каждой точке M  поверхности 2F  ставит в соответствие точку 
M ¢ единичной гиперсферы 3S  такую, что вектор  с началом в точке  O  и 
концом в точке M ¢ равен вектору  ( )Mn

r
, где точка O - центр гиперсфе-

ры. 3S . 
Аналогично определяется отображение  .: 32

2 SF ®u  
 
Определение. Отображения  1u  и 2u  называются сферическими ото-

бражениями пространственных полос 2
nFr  или  2

mF r  соответственно.  
 
Определение. Функции mnp u

rr
×=

11  и mnp u
rr

×=
22  называются коэф-

фициентами кручения поверхности 2F , вычисленными в нормалях  nr  и 
mr  [1]. 

Известно, что гауссова кривизна поверхности 2F  вычисляется по 
формуле 
 

,2
122211

2
122211

2
122211

2
122211

ggg
bbb

ggg
BBBK

-
-

+
-
-

=  
 
(3) 

где 
jiyiyi uuijuuijuuij rrgmrbnrB rrrrrr

×=×=×=   ,  ,  [2]. Значение K  не зависит от 
базиса нормальной плоскости [1]. 
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2. Основной результат 
Теорема. Пусть 2F  – регулярная поверхность класса 3C  в четырех-

мерном евклидовом пространстве задается вектор-функцией ),( 21 uurr
rr

= , 

причем якобиан отображения 32
1 : SF ®u  отличен от нуля в каждой точ-

ке поверхности. Тогда гауссова кривизна K~  поверхности )( 2
1 Fu  вычис-

ляется по формуле: 
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3. Доказательство основного результата 

 

Не ограничивая общности, введем на поверхности 2F  полугеодезиче-
скую систему координат. Тогда первая квадратичная форма этой поверх-
ности будет  иметь вид [5] 
 .),( 2

221
2
1

2 duuuGduds +=  (4) 

В соответствии с формулой (3) гауссова кривизна поверхности 2F  вы-
числяется следующим образом 
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Введем обозначения 
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Учитывая, что в полугеодезической системе координат  
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выпишем деривационные формулы для поверхности 2F  [1]: 
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 Перейдем к поверхности )( 2
1 Fu . Она расположена на единичной ги-

персфере 3S  и задается вектор-функцией 
 ).,( 21 uunn

rr
=  (8) 

Базис касательной плоскости поверхности (8) образован векторами  

1unr  и 
2unr . Один из базисов нормальной плоскости  этой поверхности бу-

дут образовывать векторы n
r
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Разложим вектор 1m
r

 по базису mnrr uu
rrrr  , , ,

21
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Умножая скалярно равенство (9)  поочередно  на векторы nnn uu
rrr  , ,

21
 и 

учитывая, что 
1 1 0un m× =
r r , 

2 1 0un m× =
r r  и 1m =r , получим систему уравне-

ний 
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Найдем решения последней системы уравнений: 
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Легко видеть, что коэффициенты первой и второй квадратичной фор-
мы в направлении n

r
 поверхности )( 2

1 Fu  равны по абсолютной величине 
и имеют противоположные знаки, т.е. 
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Из (12) и (6) следует, что  1 1.K =%  

Выразим гауссову кривизну поверхности )( 2
1 Fu  через коэффициенты 

первой и  вторых квадратичных форм поверхности 2F , а также через ее 
коэффициенты кручения. 

Гауссова кривизна поверхности (8) вычисляется по формуле 
.~~~

21 KKK +=  
Так как 1 1,K =%  то необходимо вычислить  
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Коэффициенты ijb~  второй квадратичной формы поверхности )( 2
1 Fu  в 

направлении 1m
r

 будут равны 
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где .  ,0  ,0 221211 Gggg ===  
Введем обозначения: 
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Вычислим  2
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Подставив выражения (18) и (19) в формулу (13) и вычислив гауссову 
кривизну поверхности )( 2

1 Fu , получим 
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Следствие. Если 021 == pp ,  то гауссова кривизна  K~  поверхности 

)( 2
1 Fu  равна  

.1~

1

2

K
KK +=  

Для поверхностей с нулевыми коэффициентами кручения этот резуль-
тат получен в работе [3]. 
 

Заключение 
Таким образом, доказана формула, позволяющая вычислять кривизну 

сферического образа двумерной поверхности с произвольными коэффи-
циентами кручения в четырехмерном евклидовом пространстве через 
геометрические характеристики исходной поверхности. 
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