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Аннотация. В настоящей статье исследуется задача Коши для линейного
дифференциального уравнения n-го порядка с переменными сингулярными ко-
эффициентами, зависящими от дельта-функций Дирака. Актуальность работы
обусловлена необходимостью строгого математического обоснования моделей
гибридных систем дифференциальных уравнений. Такие модели широко приме-
няются при описании динамики механических систем с сосредоточенными и рас-
пределенными параметрами на основе вариационного принципа Гамильтона, а
также при анализе импульсных воздействий в электрических цепях.

С использованием математического аппарата теории обобщенных функций в
работе вводится строгое понятие обобщенного решения рассматриваемого урав-
нения. Доказывается теорема о структуре общего решения, которое представля-
ется в виде суммы решения соответствующего однородного уравнения и частно-
го решения, выраженного через фундаментальную функцию и классическую
функцию Хевисайда.

Особое внимание уделено алгоритму нахождения решения. Авторами выве-
дены и математически обоснованы рекуррентные соотношения, позволяющие
последовательно вычислять значения дифференциальных операторов от решения
в точках сингулярности. В результате получено полное аналитическое представ-
ление решения задачи Коши. Предложенный общий подход устраняет пробелы в
существующих прикладных исследованиях, обеспечивая математическую стро-
гость и корректность моделирования систем с дискретно-континуальными харак-
теристиками.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение n-го порядка, задача Коши,
сингулярные коэффициенты, дельта-функция Дирака, обобщенное решение.
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Введение
У авторов статьи интерес к исследованию линейного дифференциаль-

ного уравнения n-го порядка с сингулярными коэффициентами, завися-
щими от d -функций Дирака, возник в связи с рассмотрением гибридных
систем дифференциальных уравнений (ГСДУ), состоящих из обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных.
К рассмотрению ГСДУ приводит применение для построения уравнений
динамики механических систем с сосредоточенными и распределенными
параметрами вариационного принципа Гамильтона [1–6]. Исследование
ГСДУ, описывающих обобщенные математические модели механических
системы, для которых расчетными схемами исследования является твер-
дое тело (или система твердых тел), соединенное упругими связями со
стержнем, проводилось в работах [2–4]. Общие теоретические основы ис-
следования таких ГСДУ приведены в [5; 6]. Предложенный подход к ис-
следованию собственных колебаний получил дальнейшее развитие в ра-
ботах [7; 8].

Следует отметить, что актуальность проводимых исследований также
связана с приложениями, в которых математические модели описываются
линейными дифференциальными уравнениями с переменными коэффи-
циентами, зависящими от d -функций Дирака. В частности, такая матема-
тическая модель предлагается в [9] для исследования импульсного темпе-
ратурного воздействия на термистор в последовательном колебательном
контуре. В целом проведенные в [9] исследования математически строго
не обоснованы, порой некорректны, а сделанные выводы вызывают со-
мнение, что скорее всего связано с тем, что статья написана специалиста-
ми в предметной области при отсутствии общих теоретических основ ис-
следования таких уравнений.

В данной работе с использованием математического аппарата теории
обобщенных функций [10] исследуется задача Коши для линейного диф-
ференциального уравнения n-го порядка с коэффициентами, зависящими
от d -функций Дирака. При этом предложен общий подход к решению
такой задачи.
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1 Постановка задачи
Рассмотрим дифференциальное уравнение:
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где 1( )x t RÎ ; ( 0,1,2,..., ), ( 0,1,2,..., 1)i ia i n b i n= = -  — постоянные коэф-
фициенты; ( )xd t-  — функция Дирака.

Для уравнения (1) рассмотрим задачу Коши с начальными условиями:
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Представим уравнение (1) в виде
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Введя дифференциальные операторы
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запишем уравнение (3) в операторной форме:
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Решение дифференциального уравнения (4) следует понимать в обоб-
щенном смысле.

Введем понятие обобщенного решения дифференциального уравнения
(4). Для этого рассмотрим множество K  основных функций:

[ ]{ }
0, ,( ) : ( ) tK Cj j ¥ ¥= × × Î .

Определение 1. Функцию ( )x t  назовем обобщенным решением диф-
ференциального уравнения (4), если для любой основной функции

( ) Kj × Î  имеет место тождество:
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Определение 2. Под решением задачи Коши для дифференциального
уравнения (4) с начальными условиями (2) будем понимать функцию

[ ]01, ,( ) n t Tx C -× Î , если функция ( )x t  удовлетворяет начальным условиям (2)

и для любой основной функции ( ) Kj × Î  удовлетворяет тождеству (5).

2 Представление для обобщенного решения
линейного дифференциального уравнения

Теорема 1. Общее обобщенное решение 1 2( ) ( , , ,..., )nx t x t c c c= уравне-
ния (4) может быть представлено в виде суммы:

( ) ( ) ( )x t x t x t= + % , (6)
где 1 2( ) ( , , ,..., )nx t x t c c c=  — общее решение однородного уравнения

( ( )) 0L x t = , (7)
а ( )x t%  — функция, удовлетворяющая соотношению:
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Здесь функция ( )G t  некоторое обобщенное решение уравнения:
( ( )) ( )L G t td= . (9)

Доказательство: в том,  что представление (6)  является обобщенным
решением дифференциального уравнения (4), убедимся непосредствен-
ной подстановкой (6) в левую часть (5). Учитывая, что ( )x t  решение од-
нородного уравнения (7), получим:

0 0 0

( ( )) ( ) ( ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )
t t t

L x t t dt L x t x t t dt L x t t dtj j j
¥ ¥ ¥

= + =ò ò ò% % . (10)

Представим (8) в виде:
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Подставим (11), в правую часть соотношения (10). Далее, меняя поря-
док интегрирования и учитывая (9), получим:
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что совпадает с правой частью (5).
Таким образом, для общего обобщенного решения ( )x t  дифференци-

ального уравнения (4) справедливо представление в виде суммы (6). Тео-
рема доказана.

Замечание 1. С учетом (8) для общего решения дифференциального
уравнения (4) 1 2( ) ( , , ,..., )nx t x t c c c=  справедливо представление:

1
( ) ( ( ), )( ) ( )

m
i

i i
i

G t L x bx t x t t t
=

-= -å % , (12)

где 1 2( ) ( , , ,..., )nx t x t c c c=  — общее решение однородного дифференци-
ального уравнения (5).

При дальнейших исследованиях будем использовать обобщенное ре-
шение уравнения (7) ( )G t , удовлетворяющее условию ( ) 0G t =  при 0t < .
Для этого воспользуемся теоремой о нахождении фундаментального ре-
шения линейного дифференциального оператора [10].
Теорема 2. Обобщенное решение уравнения (8) ( )G t  можно предста-

вить в виде:
( ) ( ) ( )G t g t tq= , (13)

где ( )xq  — классическая функция Хэвисайда
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а ( )g t  частное решение однородного дифференциального уравнения
( ) 0Lg t = , (15)

удовлетворяющее начальным условиям:
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3 К нахождению решения задачи Коши
Представление общего решения (12) дифференциального уравнения

(4) с учетом (13) запишем в виде:
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Из представления (17) с учетом определения функции Хэвисайда (14)
следует:
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ния (4) должны выполняться начальные условия для решения ( ) ( )x t x t=
однородного уравнения (5).

В дальнейшем будем считать, что ( )x t  решение однородного уравне-
ния (5), удовлетворяющее начальным условиям (2).
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следует:
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Продифференцируем представление (19) 1n -  раз:
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Умножив в (22) первое выражение на 1
0b , второе на 1

1b ,..., n -е выраже-
ние на 1

1nb - , далее сложив, получим:
1 1 1 1
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Поставив в (23) 1t t= , найдем
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Отсюда, учитывая, что в силу условий (16) справедливо:
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Продифференцируем представление (20) 1n -  раз:
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Умножив в (25) первое выражение на 1
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kb - ,  второе на 1

1
kb - ,..., n -е вы-

ражение на 1
1

k
nb -
- , далее сложив, получим:

1
1 1 1

1
( ), ) ( ), ) , ) ( ), )( ( ( ( ) (

k
k k k i

i i
i

x t b x t b b x bL L L g t L tt
-

- - -

=

= - ×-å% % % % .     (26)

Выделив в (26) в сумме последнее слагаемое
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В силу условий (16) имеем
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Таким образом из (27) получим:
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Отсюда следует, что при 3,4,...,k m=

1
1 1

1

2
1 1

1 1
1

( ), )

( ), ) , ) ( ), ) .

(

( ( ( ) (

k n
k k

n n

k
k k i

k k i i
i

ax b
a b

x b b x b

L

L L g L t

t

t t t

-
- -

-

-
- -

- -
=

= - ×
+

æ ö× - ×ç ÷
è ø

-å

%

% % %

(28)

Аналогично из представления (21) найдем:
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Заметим, что (29) совпадает с (28) при 1k m= + , поэтому для вычисле-
ния ( ), )( m

mx bL t%  можно воспользоваться формулой (28). Полученные со-
отношения (24), (28) представляют собой рекуррентные соотношения для
нахождения ( ( ), )i

iL x bt , входящие в представление общего решения (17)
дифференциального уравнения (4).

Таким образом, решение задачи Коши (1)-(2) может быть найдено со-
гласно представлению (17) в виде:

1
( ( ), )( ) ( ) ( ) ( )

m
i

i i i
i

L x bx t x t g t t tt q t
=

= - - -å , (30)

где ( )x t  — решение однородного уравнения (5), удовлетворяющее на-
чальным условиям (2). Входящие в (30) значения ( ( ), )i

iL x bt ,
( 1,2,..., )i m=  находятся из рекуррентных соотношений:
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Заключение
В работе получено аналитическое представление (30) решения задачи

Коши для линейного дифференциального уравнения n-го порядка с пере-
менными коэффициентами, зависящими от дельта-функций Дирака. Вхо-
дящие в решение значения дифференциальных операторов в точках син-
гулярности эффективно вычисляются с помощью выведенных рекуррент-
ных соотношений (31). В отличие от существующих прикладных иссле-
дований (например, работы [9]), где модели импульсных систем часто
строятся без строгого математического обоснования, предложенный под-
ход опирается на классический аппарат теории обобщенных функций.
Это гарантирует математическую строгость и исключает некорректность
моделей на уровне дифференциальных уравнений. Теоретическая значи-
мость полученных результатов заключается в построении универсального
алгоритма нахождения обобщенных решений для уравнений произволь-
ного порядка. В свою очередь, практическая значимость состоит в воз-
можности непосредственного использования выведенных рекуррентных
формул при численном моделировании динамики механических систем с
сосредоточенными и распределенными параметрами, а также при анализе
электрических цепей с дискретно-континуальными характеристиками.
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Abstract. This  paper  investigates  the  Cauchy problem for  an n-th order linear dif-
ferential equation with variable singular coefficients depending on the Dirac delta func-
tions. The relevance of this work is due to the need for a rigorous mathematical founda-
tion for models of hybrid systems of differential equations. Such models are widely
used to describe the dynamics of mechanical systems with lumped and distributed pa-
rameters based on Hamilton's variational principle, as well as to analyze impulse ef-
fects in electrical circuits.

Using the mathematical apparatus of the theory of generalized functions, the paper
introduces a rigorous concept of a generalized solution for the equation under consid-
eration. A theorem on the structure of the general solution is proved, which is repre-
sented  as  the  sum  of  the  solution  to  the  corresponding  homogeneous  equation  and  a
particular solution expressed via the fundamental function and the classical Heaviside
step function.

Special attention is paid to the algorithm for finding the solution. The authors derive
and mathematically substantiate recurrent relations that allow for the sequential calcu-
lation of the values of differential operators applied to the solution at singular points.
As a result, a complete analytical representation of the solution to the Cauchy problem
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is obtained. The proposed general approach eliminates gaps in existing applied re-
search, ensuring mathematical rigor and correctness in the modeling of systems with
discrete-continuum characteristics.

Keywords: n-th order differential equation, Cauchy problem, singular coefficients,
Dirac delta function, generalized solution.
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