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Аннотация. Рассматривается линейно-квадратичная по фазовой пере-
менной задача оптимального управления в общей невыпуклой постановке.
Известная в этом случае точная (без остаточных членов) формула прира-
щения функционала используется в нетрадиционном аспекте для получения
необходимого условия оптимальности. Это условие в отличие от принципа
максимума Понтрягина носит нелокальный характер и использует в каче-
стве второй сопряженной переменной матричную функцию Габасова. Усло-
вие имеет возможность улучшения управлений, удовлетворяющих принци-
пу максимума. Его реализация связана с решением задачи Коши для фазо-
вой системы с позиционным управлением из операции на максимум функции
Понтрягина.

Для линейного варианта задачи используется вторая формула прираще-
ния, которая порождает условие оптимальности на основе сопряженной си-
стемы с позиционным управлением. Эффективность этого условия подтвер-
ждается примером.

Ключевые слова: линейно-квадратичная задача, точные формулы при-
ращения, необходимые условия оптимальности, позиционные управления.

Для цитирования
Срочко В. А., Аксенюшкина Е. В. Точные формулы приращения функци-

онала и нелокальные условия оптимальности в линейно-квадратичной задаче
управления // Вестник Бурятского государственного университета. Матема-
тика, информатика. 2026. № 3. С. 39–52.

39



ВЕСТНИК БУРЯТСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА
МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА 2026/3

Введение
В теории оптимального управления для задач без фазовых ограни-

чений специальные формулы приращения целевого функционала име-
ют историческое значение. Они явились основой для доказательства
необходимых и достаточных условий оптимальности и построения кон-
структивных методов численного решения для широкого класса задач.
Выделим избранные работы этого направления исследований [1]–[8], в
которых конструируются и используются разнообразные формулы в
рамках «метода приращений».

В последнее время возродился интерес к точным формулам прира-
щения, которые не содержат остаточных членов тех или иных разложе-
ний и позволяют относительно просто получать результаты нелокаль-
ного сорта без использования достаточно малых параметров. Первые
формулы такого типа для линейно-квадратичных задач представлены
в монографии [8] вместе с процедурами улучшения допустимых управ-
лений и методами последовательных приближений. В недавних пуб-
ликациях [9], [10] точные формулы приращения в рамках незаурядной
методики построены для нелинейной задачи терминального управле-
ния с широким спектром обобщений. На этой основе получены позици-
онные условия оптимальности, альтернативные принципу максимума
Понтрягина (ПМП).

В данной статье с аналогичной позиции рассматриваются точные
формулы для линейно-квадратичной задачи. В результате получены
новые условия оптимальности на уровне значений целевого функци-
онала. Реализация (проверка) этих условий связана с позиционными
процедурами улучшения допустимых управлений на основе интегри-
рования фазовой или сопряженной системы. Необходимо, конечно, от-
метить незаурядную возможность улучшения управлений, удовлетво-
ряющих ПМП.

1 Постановка задачи

Рассмотрим задачу на минимум квадратичного функционала

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉+
1

2
〈x(t1), Cx(t1)〉+

+

∫ t1

t0

(b0(u, t) + 〈a(u, t), x(t)〉+
1

2
〈x(t), D(u, t)x(t)〉)dt, (1)

связанного с линейной по состоянию динамической системой

ẋ = A(u, t)x+ b(u, t), x(t0) = x0 (2)
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при ограничениях на управление в каждый момент времени

u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1]. (3)

Класс допустимых управлений V определим как множество кусочно-
непрерывных вектор-функций u(t), удовлетворяющих условию (3) с
компактным множеством U ⊂ Rr.

Внесем необходимые предположения. Для функционала (1) считаем,
что (n×n) матрицы C, D(u, t) симметричны и функции b0(u, t), a(u, t),
D(u, t) непрерывны по своим аргументам на U × T . Для системы (2)
сохраняем свойство непрерывности относительно матричной функции
A(u, t) и вектор-функции b(u, t).

Для дальнейших соотношений удобно использовать следующие обо-
значения:

ϕ(x) = 〈c, x〉+
1

2
〈x,Cx〉, f(x, u, t) = A(u, t)x+ b(u, t),

f0(x, u, t) = b0(u, t) + 〈a(u, t), x〉+
1

2
〈x,D(u, t)x〉.

Введем теперь стандарты необходимых условий оптимальности:

функция Понтрягина и ее частное приращение по управлению:

H(ψ, x, u, t) = 〈ψ, f(x, u, t)〉 − f0(x, u, t),

∆vH(ψ, x, u, t) = H(ψ, x, v, t)−H(ψ, x, u, t);

первая сопряженная задача относительно вектор-функции ψ(t):

ψ̇ = −Hx(ψ, x, u, t), ψ(t1) = −ϕx(x(t1)); (4)

вторая сопряженная задача относительно матричной функции
Габасова Ψ(t):

Ψ̇ = −A(u, t)TΨ−ΨA(u, t) +D(u, t), Ψ(t1) = −C. (5)

Далее, для управления u ∈ V будем обозначать xu(t), ψu(t), Ψu(t),
t ∈ T соответствующие решения фазовой и сопряженных систем.

Для пары управлений u, v ∈ V определим комбинированную вектор-
функцию:

pu(t, xv(t)) = ψu(t) + Ψu(t)(xv(t)− xu(t)), t ∈ T.
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Теперь имеется возможность представить формулу приращения функ-
ционала [8]:

Φ(v)− Φ(u) = −
∫ t1

t0

∆v(t)H(pu(t, xv(t)), xv(t), u(t), t)dt. (6)

Остается добавить, что это точная (без остаточных членов) фор-
мула приращения, которая открывает возможность нелокального (без
варьирования) улучшения для управления u(t) на основе операции на
максимум функции Понтрягина. При этом условие неулучшения авто-
матически становится необходимым условием оптимальности. Кроме
того, та же формула содержит потенциал для достаточных условий
локальной и глобальной оптимальности управления с помощью той же
операции с функцией Понтрягина.

2 Условия улучшения и оптимальности

На основании формулы (6) определим управление v(t) вместе с фа-
зовой траекторией xv(t) следующим экстремальным условием:

v(t) = argmax
w∈U

H(pu(t, xv(t)), xv(t), w, t), t ∈ T. (7)

Пусть Vu ⊂ V — множеств таких H-максимизирующих управлений.
В результате получаем неравенство для интегранта из (6):

∆v(t)H(pu(t, xv(t)), xv(t), u(t), t) ≥ 0, t ∈ T,

это приводит к улучшению управления u(·) на основе условия (7):

Φ(v) ≤ Φ(u), v ∈ Vu.

Отсюда очевидно следует необходимое условие оптимальности для
управления u(·) (условие неулучшения):

Φ(u) = Φ(v), v ∈ Vu. (8)

Согласно той же формуле (6) получаем поточечный (в каждой точке
t ∈ T ) вариант этого условия

Φ(v)− Φ(u) = 0 ⇔ ∆v(t)H(pu(t, xv(t)), xv(t), u(t), t) = 0 ⇔

u(t) = argmax
w∈U

H(pu(t, xv(t)), xv(t), w, t), t ∈ T, v ∈ Vu. (9)
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Таким образом, формула приращения (6) приводит к необходимому
условию оптимальности для управления u(·) в функциональном вари-
анте (8) и традиционной версии (9).

Отметим ситуацию «не выполнения» условия (8): найдется управле-
ние v̄ ∈ Vu с неравенством Φ(v̄) < Φ(u). Это управление сразу решает
задачу улучшения без дополнительных затрат (нелокальное улучше-
ние).

Выделим характерный случай, когда управление u(·) удовлетворяет
ПМП, т.е.

u(t) = argmax
w∈U

H(ψu(t), xu(t), w, t), t ∈ T.

Это соответствует условию улучшения (7) при v = u, поскольку
pu(t, xu(t)) = ψu(t). Следовательно, в данном случае u ∈ Vu. Однако
при этом условие максимума (9) накладывает на управление u(·) до-
полнительное требование максимизировать функцию H для «чужих»
траекторий xv(t), v ∈ Vu\{u}. Иными словами, нелокальное условие (8)
может преодолевать «барьер ПМП», т. е. не выполняться на управле-
ниях, удовлетворяющих ПМП (раздел 4, пример 2).

Тем не менее ПМП не является следствием условия (8), которое
может выполняться на управлениях, не удовлетворяющих ПМП (раз-
дел 4, пример 1).

В результате заключаем, что нелокальное условие (8) и ПМП явля-
ется независимым.

В связи с этим следует отметить, что указанные условия совпадают
в простейшей задаче оптимального управления

Φ(u) = 〈c, x(t1)〉 → min, u ∈ V,

ẋ = A(t)x+ b(u, t), x(t0) = x0.

3 Конструктивная процедура улучшения

Представим механизм реализации условия улучшения (7) или техно-
логию проверки управления u(·) на оптимальность с помощью условия
(8).

Определим вектор-функцию u∗(ψ, x, t) экстремальным соотношени-
ем

u∗(ψ, x, t) = argmax
u∈U

H(ψ, x, u, t)

и предположим, что доступно аналитическое выражение для u∗(ψ, x, t),
которое формализует кусочно-непрерывную вектор-функцию на Rn ×
Rn × T .

Схема улучшения управления u ∈ V в рамках условий оптимально-
сти (8), (9) выглядит следующим образом:
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1) по допустимой паре (u(t), xu(t)) найдем решения ψu(t),Ψu(t) со-
пряженных задач (4), (5);

2) образуем вектор-функцию

pu(t, x) = ψu(t) + Ψu(t)(x− xu(t))

и сформируем позиционное управление

v∗(x, t) = u∗(pu(t, x), x, t), x ∈ Rr, t ∈ T ;

3) найдем решение x(t) фазовой системы

ẋ = f(x, v∗(x, t), t), x(t0) = x0 (10)

вместе с управлением v(t) = v∗(x(t), t), t ∈ T .

Проведем обсуждение процедуры 1)-3).
Предположим, что решение x(t) системы (10) существует (возмож-

но, не единственное) и управление v(t) является кусочно-непрерывной
вектор-функцией на T . Тогда v ∈ V , x(t) = xv(t), и на выходе проце-
дуры получаем допустимый процесс (v(t), xv(t)).

Кроме того,

v(t) = u∗(pu(t, xv(t)), xv(t), t), t ∈ T.

Это значит, что v ∈ Vu (условие (7) выполнено), т. е. имеет место
слабое улучшение Φ(v) ≤ Φ(u). Строгое неравенство означает невы-
полнение условия (8) и спуск по функционалу. В случае равенства
Φ(v) = Φ(u) для полной проверки условия (8) ∀ v ∈ Vu необходимо
найти все решения x(t) системы (10) вместе с порождающими управ-
лениями v(t), t ∈ T .

Отметим ситуацию, когда управление u(·) удовлетворяет ПМП, т. е.

u(t) = u∗(ψu(t), xu(t), t), t ∈ T.

Это значит, что u ∈ Vu, т. е. траектория xu(t) является решением
системы (10) и пара (u(t), xu(t)) имеется на выходе процедуры 1)-3).
Иными словами, совпадение v(t) = u(t), t ∈ T означает, что управление
u(·) удовлетворяет ПМП.
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4 Сравнение условий оптимальности

Выясним взаимодействие ПМП и нелокального условия (8) (выпол-
няется, не выполняется) на примерах.

Пример 1.

Φ(u) =
1

2

∫ 2

0
x2(t)dt→ min,

ẋ = u, x(0) = 1, |u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 2].

В данном случае

H = ψu− 1

2
x2, u∗ = signψ,

ψ̇ = x, ψ(2) = 0, Ψ̇ = 1, Ψ(2) = 0.

Рассмотрим управление u = −1 с траекториями

xu(t) = 1− t, ψu(t) =
1

2
t(2− t), Ψu(t) = t− 2.

Данное управление не удовлетворяет ПМП: ψu(t) > 0, t ∈ (0, 2).
Проверим условие (8) в соответствии с процедурой 1)-3). В данном

случае

pu(t, x) = (2− t)(1− x− 1

2
t),

v∗(x, t) = sign pu(t, x).

Решаем уравнение

ẋ = sign pu(t, x), x(0) = 1. (11)

Начальная точка t = 0 является особой: pu(0, x(0)) = 0, поэто-
му требуется апробация вариантов. Предположения pu(t, x(t)) < 0,
pu(t, x(t)) > 0, t > 0 в силу уравнения (11) приводят к противоре-
чию. Остается особый случай pu(t, x(t)) = 0, t > 0, которому соответ-
ствует скользящий режим x(t) = 1 − 1

2 t с порождающим управлением
v(t) = −1

2 , t ∈ [0, 2]. При этом значение функционала сохраняется:
Φ(u) = Φ(v) = 1

3 .
Отметим, что скользящий режим является устойчивым в том смыс-

ле, что ∀ τ ∈ (0, 2) задача Коши

ẋ = sign pu(t, x), x(τ) = 1− 1

2
τ

имеет единственное решение x(t) = 1− 1
2 t, t ∈ [τ, 2] (выход из скользя-

щего режима невозможен). Этот факт проверяется в полной аналогии
с предыдущим случаем, когда τ = 0.
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Таким образом, нелокальное условие (8) для управления u = −1 вы-
полняется с единственным управлением v = −1

2 на выходе процедуры
1)-3) без улучшения: Φ(u) = Φ(v).

Пример 2.

Φ(u) = −1

2

∫ 1

0
x2(t)dt→ min,

ẋ = u, x(0) = 0, |u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 1].

В данном случае

H = ψu+
1

2
x2, u∗ = signψ, ψ̇ = −x, ψ(1) = 0,

Ψ̇ = −1, Ψ(1) = 0 ⇒ Ψ(t) = 1− t.

Рассмотрим управление

u(t) =

{
1, t ∈ [0, 13 ],
−1, t ∈ (13 , 1]

с траекториями (по отрезкам [0, 13 ], [13 , 1])

xu(t) =

{
t,

2
3 − t,

ψu(t) =


1
2(13 − t)(

1
3 + t),

1
2(t− 1

3)(t− 1)

и значением функционала Φ(u) = − 1
54 .

Данное управление удовлетворяет ПМП:

u(t) = signψu(t), t ∈ [0, 1].

Проверим условие (8) по схеме 1)-3). Подсчитаем функцию

pu(t, x) = ψu(t) + Ψ(t)(x− xu(t)) =

=

{
1
2(13 − t)(

1
3 + t) + (1− t)(x− t), t ∈ [0, 13 ],

(1− t)(x+ t
2 −

1
2), t ∈ [13 , 1].

При этом v∗(x, t) = sign pu(t, x). Далее решаем уравнение

ẋ = sign pu(t, x), x(0) = 0 (12)

Пусть t ∈ [0, 13 ]. Поскольку pu(0, x(0)) = 1
18 > 0, то единственным

решением уравнения (12) является x(t) = t с управлением v(t) = 1, т.е.
на этом участке

x(t) = xu(t), v(t) = u(t), pu(t, x(t)) = ψu(t).
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Точка t = 1
3 является особой: pu(13 , x(13)) = 0, т.е. требуется проверка

вариантов пролонгации.
Пусть t ∈ (13 , 1]. Условие pu(t, x(t)) < 0 не требует проверки, посколь-

ку оно приводит к исходному процессу (xu(t), u(t)) с ПМП-управлением.
Рассмотрим второй случай: pu(t, x(t)) > 0. Тогда

ẋ = 1, x(
1

3
) =

1

3
⇒ x(t) = t, u(t) = 1 ⇒

pu(t, x(t)) =
3

2
(1− t)(t− 1

3
) > 0, t 6= 1.

Таким образом, уравнение (12) допускает решение x(t) = t, t ∈ [0, 1]
с управлением v(t) = 1 и значением функционала Φ(v) = −1

6 < Φ(u).
Это значит, что на управлении u(t) условие (8) не выполняется с немед-
ленным улучшением.

Остается рассмотреть особую ситуацию, когда pu(t, x(t)) = 0, t ∈
(13 , 1]. Это сразу приводит к скользящему режиму x(t) = 1

2(1 − t) с
управлением v(t) = −1

2 . В результате получаем управление

v(t) =

{
1, t ∈ [0, 13 ],
−1

2 , t ∈ (13 , 1]

без улучшения: Φ(v) = Φ(u).
Наконец, проверим скользящий режим x(t) = 1

2(1 − t) на устойчи-
вость. С этой целью для τ ∈ (13 , 1), t ∈ [τ, 1] рассмотрим задачу Коши

ẋ = sign pu(t, x), x(τ) =
1

2
(1− τ). (13)

Пусть xτ (t), t > τ — решение уравнения (13) с условием pu(t, xτ (t)) >
0. Тогда

xτ (t) = t+
1

2
− 3

2
τ, pu(t, xτ (t)) =

3

2
(1− t)(t− τ) > 0, t 6= 1.

Таким образом, задача Коши (13) имеет решение xτ (t), t ∈ (τ, 1] с
управлением vτ (t) = 1 для любого τ ∈ (13 , 1).

Второй случай pu(t, xτ (t)) < 0, t > τ также допустим и приводит к
управлению vτ (t) = −1, t ∈ (τ, 1].

Подведем итоги:

1. Скользящий режим x(t) = 1
2(1 − t), t ∈ (13 , 1] является неустой-

чивым, т. е. допускает отклонения (выход из режима) в любой
момент τ ∈ (13 , 1) управлениями vτ (t) = ±1, t ∈ [τ, 1].
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2. Проверка условия (8) для ПМП-управления u(t) выделяет τ -пара-
метрическое семейство управлений

vτ (t) =


1, t ∈ [0, 13),
−1

2 , t ∈ [13 , τ),
±1, t ∈ [τ, 1].

Для случая vτ (t) = 1, t ∈ [τ, 1] имеет место элегантное условие улуч-
шения по функционалу

Φ(vτ ) = Φ(u)− 1

2
(1− τ)3, τ ∈ [

1

3
, 1].

Наилучшее по уменьшению значение τ∗ = 1
3 приводит к управлению

u∗(t) = 1, t ∈ [0, 1], которое является оптимальным в данной задаче.

5 Линейная по состоянию задача.
Конкретизация и дополнение

Рассмотрим линейный вариант функционала (1) без квадратичных
членов: C = O, D = O. В этом случае

Ψu(t) = O, pu(t, xv(t)) = ψu(t), t ∈ T,

ψu(t) : ψ̇ = −A(u, t)Tψ + a(u, t), ψ(t1) = −c

и формула приращения для линейной задачи принимает вид [8]:

Φ(v)− Φ(u) = −
∫ t1

t0

∆v(t)H(ψu(t), xv(t), u(t), t)dt.

Все предыдущие результаты, конечно, сохраняются с уменьшением
трудоемкости реализации.

Не составляет труда представить вторую (симметричную) формулу
приращения (замена u ⇔ v)

Φ(v)− Φ(u) = −
∫ t1

t0

∆v(t)H(ψv(t), xu(t), u(t), t)dt. (14)

Интересно отметить, что эта формула имеет самостоятельное значе-
ние и порождает не зависимые от предыдущих результаты аналогич-
ного типа. Приведем соответствующие соотношения.

Условие улучшения и множество Vu ⊂ V :

v(t) = argmax
w∈U

H(ψv(t), xu(t), w, t), t ∈ T,
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⇓

Φ(v) ≤ Φ(u), v ∈ Vu.

Необходимое условие оптимальности:

Φ(u) = Φ(v), v ∈ Vu

m

u(t) = argmax
w∈U

H(ψv(t), xu(t), w, t), t ∈ T.

Процедура реализации (улучшения):

u ∈ V ⇒ xu(t) ⇒ v∗(ψ, t) = u∗(ψ, xu(t), t) ⇒

ψ(t) : ψ̇ = −A(v∗(ψ, t), t)Tψ + a(v∗(ψ, t), t), ψ(t1) = −c ⇒

v(t) = v∗(ψ(t), t), t ∈ T ⇒ Φ(v) ≤ Φ(u).

Отметим, что позиционное управление v∗(ψ, t) в данном случае за-
висит от сопряженной переменной.

Эффективность процедуры и соответствующего условия оптималь-
ности продемонстрируем на примере.

Пример 3.

Φ(u) =

∫ 1

0
x(t)(u(t)− 1)dt→ min,

ẋ = u, x(0) = 1, |u(t)| ≤ 1.

В данном случае

H = ψu− x(u− 1), ψ̇ = u− 1, ψ(1) = 0, u∗ = sign(ψ − x).

Рассмотрим управление u = 0 с траекториями xu(t) = 1, ψu(t) = 1−t
и значением функционала Φ(u) = −1. Данное управление не удовле-
творяет ПМП: ψu(t)− xu(t) = −t < 0, t ∈ (0, 1].

Реализация процедуры улучшения 1)-3) сводится к решению урав-
нения

ẋ = sign(1− t− x), x(0) = 1.

Единственное решение этого уравнения есть скользящий режим x(t) =
= 1 − t с управлением v(t) = −1, t ∈ [0, 1] и значением функционала
Φ(v) = −1. Таким образом, Φ(v) = Φ(u) и нелокальное условие (8)
выполнено.
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Рассмотрим вторую процедуру улучшения, которая сводится к ре-
шению сопряженного уравнения

ψ̇ = sign g(ψ)− 1, ψ(1) = 0 (15)

с функцией переключения g(ψ) = ψ − 1.
Для t ∈ [12 , 1] решение имеет вид ψ(t) = 2(1−t) с функцией g(ψ(t)) =

= 1− 2t < 0, t ∈ (12 , 1] и управлением v(t) = −1.
Точка t = 1

2 является особой: g(ψ(12)) = 0, и дальнейшее решение
для t ∈ [0, 12 ] является скользящим режимом ψ(t) = 1 (g(ψ(t)) = 0) с
управлением v(t) = 1. Этот режим является устойчивым, т.е. уравнение
(15) имеет для t ∈ [0, 12) единственное решение ψ(t) = 1.

В результате на выходе процедуры получаем управление

v(t) =

{
1, t ∈ [0, 12 ],
−1, t ∈ (12 , 1]

с улучшением по функционалу Φ(v) = −5
4 < Φ(u).

Таким образом, в данном примере результаты, связанные с аль-
тернативной формулой приращения (14), показывают свою эффектив-
ность.

Заключение

Полученные соотношения позволяют установить дополнительные ва-
рианты использования точных формул приращения в теории опти-
мального управления. Приведенные примеры демонстрируют на про-
стейшем уровне технику реализации новых условий оптимальности и
их взаимодействие с принципом максимума.

Дальнейшее продвижение необходимо в направлении достаточных
условий, а также в обобщении подхода и результатов на другие классы
систем и задач.
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IN A LINEAR-QUADRATIC CONTROL PROBLEM
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Abstract. A linear-quadratic optimal control problem with respect to
the phase variable is considered in a general nonconvex setting. A well-
known exact (without remainder terms) functional increment formula is
used in an unconventional way to obtain the required optimality condi-
tion. This condition, unlike Pontryagin’s maximum principle, is nonlo-
cal and uses the Gabasov matrix function as the second adjoint variable.
This condition has the potential to improve controls satisfying Pontryagin’s
maximum principle. Its implementation involves solving the Cauchy prob-
lem for a phase-domain system with positional control from the operation
to maximize the Pontryagin function.

For the linear version of the problem, a second increment formula is
used, which generates an optimality condition based on the adjoint system
with positional control. The effectiveness of this condition is confirmed by
an example.
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sary optimality conditions, positional controls.
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