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Аннотация. В статье рассматриваются проблемы построения межотраслевых
моделей региональной экономической системы в динамической постановке. В
большинстве случаев такого рода модели решаются поэтапно: сначала в виде
системы однородных, а затем неоднородных линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами. Обосновывается целесообразность непо-
средственного включения вектора непроизводственного потребления в систему
межотраслевых связей в регионе в целях получения замкнутой динамической
межотраслевой модели. Через норму сбережения в региональном доходе и
удельные показатели добавленной стоимости потребительские расходы домаш-
них хозяйств увязаны со структурой валовых выпусков в регионе. Решаемая как
система однородных дифференциальных уравнений замкнутая межотраслевая
модель динамики позволяет получать результаты, демонстрирующие сбаланси-
рованный и устойчивый рост макроэкономических показателей в регионе при
неизменной отраслевой структуре производства и использования продуктов и
услуг.
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Введение
Начиная с первоначальных работ В. Леонтьева [1] проблемы динами-

ческого моделирования межотраслевых связей в экономике в разное вре-
мя решались в работах М. Моришимы [2], А. Г. Гранберга [3], Н. П. Де-
ментьева [4], Р. Миллера [6] и других авторов [7; 8]. Освещались и экспе-
риментально разрабатывались региональные аспекты данной проблемы
[9–11].

Методология построения динамических межотраслевых моделей осно-
вывается на формировании системы линейных дифференциальных урав-
нений с поэтапным их решением. Сначала определяется общее решение
однородной системы уравнений, описывающих динамику замкнутой
межотраслевой системы. Затем находится частное решение неоднородной
системы уравнений с подключением функции непроизводственного по-
требления, темпы роста которого определяют характер траекторий векто-
ра валовых выпусков и конечных региональных продуктов.

В экономическом смысле наиболее обоснованным представляется
подход к обеспечению замкнутости формируемой межотраслевой модели
с непосредственным включением вектора непроизводственного потреб-
ления в региональную систему межотраслевых связей. Получаемая замк-
нутая межотраслевая модель динамики решается в виде системы одно-
родных дифференциальных уравнений, позволяет рассчитывать варианты
сбалансированного и устойчивого роста всех макроэкономических пока-
зателей с неизменной отраслевой структурой производства в регионе.

1 Постановка задачи
Возьмем за основу линейную межотраслевую модель экономики неко-

торой территории (региона)
,X AX Y= +                                                        (1)

где ( ), ( ), 1, ,i iX x Y y i n= = = K  — векторы валовых выпусков и конечного
потребления (конечного спроса) в регионе, n — число «чистых» отраслей
или по методологии системы национальных счетов число видов экономи-
ческой деятельности; ( ), , 1,2,...,ijA a i j n= =  — матрица коэффициентов
прямых производственных затрат.

Считаем, что матрица A является продуктивной.  В таком случае в це-
лом межотраслевая модель является продуктивной, то есть существует
такой вектор 0,X >  что обеспечивается условие X AX> или

( ) 0.E A X Y- = >
Тогда для любого положительного вектора конечного спроса Y имеется

положительное решение, равное
1( ) ,X E A Y-= -                                                    (2)

где матричный мультипликатор 1( )E A -- содержательно представляет со-
бой матрицу полных производственных затрат.
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Межотраслевые модели в динамической постановке позволяют оцени-
вать в среднесрочной перспективе изменение региональных показателей с
учетом полного использования производственных ресурсов. В такого ро-
да моделях выделяются две основные части конечного потребления —
вектор производственного накопления 1 2( , , , )T

nU u u u= K  и вектор непро-
изводственного потребления домашних хозяйств 1 2( , , , )T

nC c c c= K .  С
введением фактора времени t  межотраслевая модель (1) предстает в виде:

( ) ( ) ( ) ( ).X t AX t U t C t= + +
Динамический аспект данной межотраслевой модели связан с векто-

ром ( )U t , который определяется матрицей коэффициентов капиталоемко-
сти приростов производства ( ), , 1, , .ijB b i j n= = K  Коэффициенты матри-
цы B означают затраты производственного накопления на единицу при-
роста соответствующих видов валовых выпусков, а вектор производст-
венного накопления записывается как

( )( ) ,dX tU t B
dt

=

где
( )( ) jdx tdX t

dt dt
æ ö

= ç ÷
è ø

 — вектор-столбец абсолютных приростов валовых

выпусков ( )1, , .j n= K

 В целом межотраслевая модель в динамической постановке, известная
как динамическая модель В. Леонтьева, предстает в виде системы линей-
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами:

( )( ) ( ) ( ).dX tX t AX t B C t
dt

= + +                                     (3)

Поскольку в соответствии с (2) имеем соотношение
1( ) ( )( )dX t dY tE A

dt dt
-= - ,

то вместо (3) можно исследовать систему дифференциальных уравнений
( )( ) ( ).dX tY t B C t

dt
= + (4)

После вычисления значений вектора ( )Y t могут определяться вектора
валовых выпусков и промежуточного потребления:

1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).X t E A Y t AX t A E A Y t- -= - = -
В системе (4) вектор производственного накопления преобразуется

следующим образом:
1( ) ( )( ) ( ) ,dX t dY tU t B B E A

dt dt
-= = -
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где 1( )B E A --  — матрица коэффициентов полной капиталоемкости, оз-
начающих полные затраты производственного накопления на единицу
прироста соответствующих видов конечного регионального продукта.

В таком случае в исследовании динамической межотраслевой модели
можно сосредоточиться на решении следующей системы дифференци-
альных уравнений:

1 ( )( ) ( ) ( )dY tY t B E A C t
dt

-= - + . (5)

На первом этапе решается однородная система уравнений при гипотети-
ческом варианте, когда ( ) 0C t = . В таком случае исследуется динамика
замкнутой межотраслевой модели с определением соответствующей отрас-
левой структуры производства и вычислением потенциально возможного
технологического темпа прироста, который условно обозначим как ˆ.d

На следующем этапе вводится функция ( ) (0) ,rtC t C e= в которой экзо-
генная величина агрегированного темпа прироста r определяет характер
траекторий валовых выпусков и конечного продукта в регионе. Модель
становится открытой и реализуется путем нахождения частного решения
неоднородной системы уравнений.

На наш взгляд, более обоснованной в экономическом смысле пред-
ставляется схема, при которой функция ( )C t  непосредственно увязывает-
ся через норму сбережений с региональным доходом,  который,  в свою
очередь, функционально связан с динамикой отраслевых валовых выпус-
ков. Динамическая межотраслевая модель становится при этом замкнутой
и эндогенной. Обоснование подобного подхода было рассмотрено в ряде
работ [5;  6].  Более детальную реализацию данной методической схемы
рассмотрим ниже.

2 Преобразование вектора непроизводственного потребления
Для приведения открытой динамической межотраслевой модели (5) к

замкнутому виду будем исходить из предположения, что конечный по-
требительский спрос пропорционален доходам домашних хозяйств, кото-
рые, в свою очередь, формируются в процессе производства продуктов и
услуг. В связи с этим известен подход японского исследователя Миядза-
вы, который занимался разработкой многосекторного мультипликатора
доходов применительно к статической модели межотраслевого баланса
[6]. Имеются подобные экспериментальные разработки и прикладные мо-
дели на региональном уровне [11].

Согласно данного подхода все домашние хозяйства разделены на m
групп по характеру получаемых доходов («доходные группы»). Если век-
тор 1( ,..., )nC c c=  — это набор потребительских благ всех домашних хо-
зяйств, тогда каждый элемент этого вектора определяется как
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1
, ( 1,..., ),

m

i ik
k

c c i n
=

= =å
где ikc  — потребление i-го продукта (или услуги) k-й доходной группой
домашних хозяйств.

Для нашего исследования несущественно количество доходных групп,
поэтому для простоты анализа рассмотрим все домашние хозяйства ре-
гиона в целом без группового разбиения. Формально все они есть одна
большая доходная группа. Разумеется, в дальнейшем исследовании мож-
но усложнить задачу, разбив домашние хозяйства на несколько групп.

Пусть c есть агрегированный показатель непроизводственного потреб-

ления домашних хозяйств региона:
1

n

i
i

c c
=

=å  Для начального периода

можно определить структуру потребления домашними хозяйствами раз-
личных благ:

1
, ( 1,..., ), 1.

n
i

i i
i

c i n
c

a a
=

= = =å
В дальнейшем анализе данную структуру потребления примем неиз-

менной. Тогда имеем вектор непроизводственного потребления
( ) ( )1 1, , , , .T T

n nC c c c ca a= =K K                         (6)
Покажем зависимость агрегированного показателя потребления от аг-

регированного регионального дохода и от валового выпуска в отраслевом
разрезе 1( , , ).nX x x= K

Матричную модель межотраслевого баланса (1) распишем в разверну-
том виде по схемам:

а) первого и второго квадрантов (по строкам — использование по i-м
отраслям валовых выпусков продуктов и услуг на промежуточное по-
требление и конечное потребление):

1 1
, ( 1, , );

n n

i ij j i ij j i i
j j

x a x y a x u c i n
= =

= + = + + =å å K

б) первого и третьего квадрантов (по столбцам — стоимостная струк-
тура по каждой j-й отрасли выпускаемых продуктов и услуг, включая про-
межуточные затраты и валовую добавленную стоимость jz ):

1
, ( 1, , ).

n

j ij j j
i

x a x z j n
=

= + =å K                                          (7)

Просуммируем валовые выпуски в соответствующих уравнениях:

1 1 1 1 1 1 1 1
, ( 1, , );

n n n n n n n n

i ij j i ij j i i
i i j i i j i i

x a x y a x u c i n
= = = = = = = =

= + = + + =å åå å åå å å K
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1 1 1 1
, ( 1, , ).

n n n n

j ij j j
j j i j

x a x z j n
= = = =

= + =å åå å K

Поскольку ( ),i jx x i j= =  то
1 1

.
n n

i j
i j

x x
= =

=å å

А так как
1 1 1 1

,
n n n n

ij j ij j
i j j i

a x a x
= = = =

=åå åå  то
1 1

.
n n

i j
i j

y z y
= =

= =å å
Таким образом, показатель y представляет собой на региональном

уровне как валовой региональный продукт, так и валовой региональный
доход. Рассчитывается этот агрегированный показатель, согласно эконо-

мической теории, двояким образом: по конечным расходам
1

n

i
i

y
=

æ ö
ç ÷
è ø
å и по

доходам в виде суммы добавленных стоимостей, создаваемых в отрас-

лях
1

n

j
j

z
=

æ ö
ç ÷
è ø
å .

Вернемся к формуле (6). Расходы регионального дохода на непроиз-
водственное потребление регулируются с помощью нормы сбережений
(или нормы накопления) s:

(1 ) .c y u y s y s y= - = - × = -
Тогда вектор потребления домашних хозяйств

( ) ( )1 1, , , , (1 ) .T T
n nC c c s ya a a a= = -K K

В свою очередь,
1

,
n

j
j

y z
=

=å  а с учетом (7) имеем

1 1 1

1 , ( 1, , ) 1
n n n

j
j j ij j ij j ij j

i i i j

z
z x a x a x j n a v

x= = =

æ ö= - = - = Þ - = =ç ÷
è ø

å å åK ,

где jv  — показатель добавленной стоимости на единицу выпускаемой
продукции в отрасли j. Отсюда

1 1
, ,

n n

j j j
j j

y z v x V X
= =

= = =å å

где ( ) ( )1 1, , , , , .T
n nV v v X x x= =K K

Таким образом, вектор непроизводственного потребления выражается
в виде

( ) ( ) ( )1 1 1(1 ) , , , , , , .T T
n n nC s v v x xa a= - × × ×K K K

Обозначим через

( )
1 1 1 1

1

1

(1 ) (1 )
(1 ) , , .

(1 ) (1 )

n

n

n n nn

s v s v
G s v v

s v s v

a a a

a aa

- -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷= - =ç ÷ ç ÷

ç ÷ç ÷ - -è øè ø

K

L K M O M

L
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В таком случае вектор непроизводственного потребления домашних
хозяйств запишется в виде .C G X= ×

Каждый из элементов квадратной матрицы G представляет собой
удельное потребление i -го продукта (услуги)  в расчете на 1  денежную
единицу стоимости валового выпуска в j -й отрасли ( , 1,..., )i j n= .

3 Замкнутая межотраслевая модель динамики с эндогенными
переменными вектора непроизводственного потребления

После преобразований, связанных с вектором непроизводственного
потребления домашних хозяйств, система дифференциальных уравнений
(3) выглядит таким образом:

( )( ) ( ) ( ).dX tX t AX t B GX t
dt

= + +                                 (8)

Преобразуем систему (8), опустив при этом обозначение времени t.
Получаем в результате систему однородных уравнений

1( ) .X E A G BX- ¢= - -                                               (9)
Обозначим через 1( )H E A G B-= - - . В получившейся замкнутой меж-

отраслевой модели динамики квадратная матрица H представляет собой
матрицу полной отраслевой капиталоемкости валового выпуска с учетом
матриц A и G.

Систему (9) запишем в виде X HX ¢= , где ( )( ), .dX tX X t X
dt

¢= =

Будем искать частное решение системы (9) в виде функций
1 1 , , ,t t

n nx e x el lq q= × = ×K                                      (10)
где 1, , nq qK  — постоянные величины, которые надо подобрать так, чтобы
функции (10) удовлетворяли системе (9). Подставив эти функции в систе-
му (9)  и разделив на tel  с учетом того, что 0tel ¹ , получим систему
уравнений:

Hq l q= ,
где ( ) ( )1, , , , , 1, , .T

n ijH h i j nq q q= = =K K

Отсюда получаем однородную систему n алгебраических уравнений с
неизвестными 1 , , :nq qK

( ) 0.E Hl q- =                                          (11)
Решая характеристическое уравнение n-го порядка
( )det 0,E Hl- = находим его корни 1, , nl lK  и для каждого корня jl на-

пишем систему
( ) 0.j jE Hl q- =                                        (12)
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В результате определим соответствующие корням jl  собственные
векторы матрицы H, т. е. нетривиальные решения системы однородных
уравнений (12):

( )1 , , , 1, , ,
T

j j nj j nq q q= =K K

для которых получим функции, образующие фундаментальную систему:
( ) ( )
1 1 , , , ( 1, , ).j jt tj j

j n njx e x e j nl lq q= × = × =K K

Тогда общее решение системы (9) запишется в виде

1
( ) ,j

n
t

j j
j

X t q elq
=

=å                                            (13)

 где jq  — неопределенные постоянные, которые однозначно определяют-
ся из начального условия

1
(0)

n

j j
j

q Xq
=

=å ,

то есть из системы n линейных уравнений относительно 1, , ,nq qK  имею-
щей единственное решение.

4 Пример реализации замкнутой межотраслевой модели
динамики с двумя отраслями

Рассмотрим условный пример динамической межотраслевой модели с
двумя агрегированными отраслями.

Исходными данными являются:
- матрица коэффициентов прямых затрат

11 12

21 22

0.16 0.44
;

0.38 0.18
a a

A
a a
æ ö æ ö

= =ç ÷ ç ÷
è øè ø

                        (14)

- матрица коэффициентов приростной капиталоемкости
11 12

21 22

0.64 0.61
1.04 0.84

b b
B

b b
æ ö æ ö

= =ç ÷ ç ÷
è øè ø

;                        (15)

- вектор валовых выпусков
( )(0) 160,120 TX = ;

- норма сбережений домашних хозяйств 0 (0) 0.22s s= = ;
- структура непроизводственного потребления различных благ

( ) ( )1 2 1 2, 0.62,0.38 , 1.Ta a a a= + =
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Процедура вычисления матрицы H :

( )1
0 1 2

2

1

0.2225 0.1838
0.1363 0.1126

6.1643 5.4358
,

4.49

(1 ) , ,

(
97 5.38

)
16

s v v

E A G

G
a
a

-

æ ö æ ö
- × =ç ÷ ç ÷

è øè
=

æ ö
ç ÷
è

ø

-
ø

- =

1 9.5984 8.3263
8.4766 7.

(
26

) .
53

H E A G B- æ ö
- - = ç ÷

è ø
=                      (16)

В соответствии с (9), (10), (11) получаем для двух отраслей замкнутую
межотраслевую модель X HX ¢=  и однородную систему алгебраических
уравнений:

1

2

1 9.5984 8.3263
8.4766 1 7.26

0
.

053
ql l

l l q
æ ö æ öæ ö

=ç ÷
- × - ×

ç ÷ç ÷
è ø- èè- øø× ×

После преобразований имеем характеристическое уравнение и его вы-
численные корни:

( ) 2

1 2

det 0 19.9911 1.18
0,059, 20,050

545 0;
.

E Hl l l

l l

- = Þ + × - =

» -»
Корни — действительные и различные. Для каждого из них в соответ-

ствии с (12) получаем однородные системы уравнений и соответствую-
щие собственные векторы матрицы H:

11 21
1

11 21

0.4325 0.4923 0,
0,059

0.5012 0.5704 0,
q q

l
q q
× - × =ì

» Þ í- × + × =î

12 22
2

12 22

193,45 166,94 0,
20,050

169,96 146,67 0,
q q
q q

l
× + × =ì

- Þ
+ × =

» í ×î

11 12
1 2

21 22

1,000 1,000
0,879 1,15

.
9

,
q q

q q
q q
æ ö æ öæ ö æ ö

= = = =ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
è ø è øè è ø -ø

Общее решение исходной системы, согласно формуле (13), запишется
в виде

1
1 1 2 2( ) .nttX t q e q ellq q= +

Неопределенные постоянные величины 1 2,q q  определим из начального
условия

1 1 2 2 1 2(0) 149.9, 10.1.q q X q qq q+ = Þ » »
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После нормировки коэффициентов получаем окончательное решение:
0.059 20.0500.532 1.000

( ) 281.6 10.1 .
0.468 1.159

t tX t e e-æ ö æ ö
= +ç ÷ ç ÷-è ø è ø

                    (17)

Очевидно,  что второе слагаемое в выражении (17)  при t ®¥  очень
быстро стремится к нулю. Поэтому темп прироста валового выпуска и его
отраслевая структура также быстро приближаются соответственно к зна-
чениям 1l  и 1 1qq .

Поскольку матрица 1( )H E A G B-= - -  имеет строго положительные
элементы (16), то согласно соответствующей теореме она имеет так назы-
ваемый корень Фробениуса — Перрона ˆ ˆ ( )Hr r=  — положительное соб-
ственное значение, превосходящее по модулю все остальные собственные
значения этой матрицы. Этому r̂  соответствует строго положительный
собственный вектор 1q .

Действительно, из расчетов по формуле
( )det 0H Er- × =

имеем характеристическое уравнение и его решение:

2
1 216.8637 0.8436 0 16.914, 0.050.r r r r- × - = Þ » » -

Корень Фробениуса — Перрона 1ˆ 16.914.r r= »  Соответствующий ему
собственный вектор 1q  имеет положительные компоненты, в то время как
собственный вектор 2q , соответствующий корню 2 ˆr r¹ , имеет компо-
ненты различных знаков.

При этом корень r̂  в соответствии с теорией неотрицательных матриц
заключен между минимальной и максимальной суммами элементов
столбцов матрицы H, представленной в (16):

ˆ15.6 18.1r< < .

В то же время 1
1 0.059 .
ˆ

l
r
» » Напомним: 1l  — показатель экспоненты

в первом слагаемом формулы (17).
Обозначим 1l̂ l=  и, сравнив этот показатель ˆ( 0.059)l »  с обратными

значениями сумм столбцов матрицы H, получим:
ˆ0.055 0.064l< < .

Таким образом, получается, что показатель экспоненты l̂  есть обрат-
ная величина к некоторой средней из суммарных показателей столбцов
матрицы 1( )H E A G B-= - - , матрицы, характеризующей полную отрас-
левую капиталоемкость валовых выпусков.
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Аналогичным образом рассчитывается упомянутый в первом разделе
технологический темп прироста d̂ , получаемый на основе решения сис-
темы (5) для вектора ( )Y t  при ( ) 0.C t =  По расчетам на основе исходных

данных (14) и (15) ˆ 0.268.d »
При сопоставлении l̂  и d̂  становится очевидной их взаимная пропор-

циональность, коэффициентом которой является неизменная с начального
периода агрегированная норма сбережений домашних хозяйств 0 0.22.s =

Таким образом, устанавливаем, что в пределе 0
ˆ ˆ.sl d= ×  Именно при та-

ком темпе прироста макроэкономических показателей l̂  следует ожидать
сбалансированную межотраслевую динамику всех макроэкономических
показателей с неизменной отраслевой структурой и фиксированными зна-
чениями нормы сбережений, отраслевых коэффициентов материалоемко-
сти и капиталоемкости.

Заключение
В целях обеспечения сбалансированной динамики замкнутой межот-

раслевой модели региона обоснована целесообразность непосредственно-
го включения вектора непроизводственного потребления в систему меж-
отраслевых связей региона.

Установлена и смоделирована функциональная связь вектора потреби-
тельских расходов домашних хозяйств с региональным доходом с учетом
нормы сбережений,  в конечном счете — с вектором валовых выпусков с
использованием отраслевых коэффициентов удельных добавленных стои-
мостей.

В результате построена замкнутая межотраслевая модель динамики с
встроенным вектором эндогенных переменных непроизводственного по-
требления, решаемая как система однородных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами.

Проведена расчетная реализация замкнутой межотраслевой модели
динамики с определением темпа прироста, пропорционального норме
сбережений и потенциальному технологическому темпу прироста с соот-
ветствующей отраслевой структурой, отраслевыми коэффициентами ма-
териалоемкости и капиталоемкости.
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Abstract. The article examines the problems of constructing inter-industry models
of a regional economic system in a dynamic setting. In most cases, such models are
solved in stages, first as a system of homogeneous and then non-homogeneous linear
differential equations with constant coefficients. The feasibility of directly including
the vector of non-production consumption into the system of inter-industry links in the
region is substantiated in order to obtain a closed dynamic inter-industry model.
Through the savings rate in regional income and specific indicators of added value,
household consumer spending is linked to the structure of gross output in the region.
Solved as a system of homogeneous differential equations, the closed inter-industry
dynamics model allows us to obtain results demonstrating balanced and sustainable
growth of macroeconomic indicators in the region with an unchanged sectoral structure
of production and use of products and services.

Keywords: inter-industry links, closed model, region, dynamic system, endogenous
vector, homogeneous differential equations, non-production consumption, roots of the
characteristic equation, eigenvector, inter-industry structure.
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