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Рассматривается проекционный метод нелокального улучшения управляю-
щих параметров в классе нелинейных задач оптимального управления дис-
кретными системами. Эффективность метода иллюстрируется на дискретных 
аналогах непрерывных тестовых задач.  
Ключевые слова: проекционный метод, нелокальное улучшение, дискретная 
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Введение 
В работах [1,2] для нелинейных непрерывных задач оптимального 

управления построены методы нелокального улучшения управляющих 
функций, основанные на точных формулах приращения целевых функ-
ционалов. Нелокальное улучшение обеспечивается решением специаль-
ных краевых задач в пространстве фазовых и сопряженных переменных, 
либо специальных задач о неподвижной точке определяемых операторов 
в пространстве управлений. При этом в качестве объекта для разработки 
методов нелокального улучшения рассматривается непрерывная задача 
оптимального управления, которая имеет следующий общий вид: 
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где 1( ) ( ( ),..., ( ))nx t x t x t= – вектор состояния, 1( ) ( ( ),..., ( ))mu t u t u t= - вектор 
управления. Начальное состояние 0x и отрезок T заданы. В качестве до-
пустимых управлений рассматривается класс V кусочно-непрерывных на 
T функций со значениями в выпуклом множестве U . 

  В задаче: 

                                                             
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 15-01-03680-а 
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1) функция ( )xj   непрерывно-дифференцируема в nR , функции 
( , , ), ( , , )F x u t f x u t  и их производные по ,x u  непрерывны по совокупно-

сти аргументов ( , , )x u t   на множестве .nR U T´ ´   
2) функция ( , , )f x u t  удовлетворяет условию Липшица по x  на 

nR U T´ ´  с константой 0L > : ( , , ) ( , , ) , .nf x u t f y u t L x y x y R- £ - " Î  
В данной работе разрабатывается модификация указанных методов  

применительно к дискретным управляемым системам.  
  

1. Постановка задачи 
Рассматривается дискретная задача оптимального управления: 
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где 1( ) ( ( ),..., ( ))i i n ix t x t x t=  – вектор состояния системы, 

1( ) ( ( ),..., ( ))i i m iu t u t u t=  – вектор управления, 0 1 1{ , ,... , }i N Nt T t t t t-Î = ; мо-
менты 0 , Nt t  и состояние 0x  заданы. 

Обозначим ( , )ix t v , it TÎ  – решение системы (2) при u v= . 
Поставим задачу улучшения заданного допустимого управления u : 

найти допустимое управление v  с условием ( ) ( )Ф v Ф u£ . 
Определим необходимые конструкции для задачи (1)–(3). Введем со-

пряженную переменную nRy Î  и рассмотрим функцию Понтрягина 
( , , , ) , ( , , ) ( , , )i i iH t x u f t x u F t x uy y= -  

Для допустимого управления u UÎ  обозначим через ( , ),i it u t Ty Î  –
решение стандартной сопряженной системы 

1( ) ( , ( ), ( , ), ( )), 0, 1, ( ) ( ( )).i x i i i i N x Nt H t t x t u u t i N t x ty y y j+= = - = -  
В соответствии с [3] рассмотрим дискретно-алгебраическую сопря-

женную систему: 
     1( ) ( , ( ), ( , ), ( )) ( ), ( ) ( ( , )) ,i x i i i i i N x Np t H t p t x t u u t r t p t x t u qj+= + = - -   (4) 
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( ( , ) ( ( , )) ( ( , )), ( ) , ( ) , (6)N N x N N Nx t v x t u x t u x t q x tj j j- = D + D  
где ( ) ( , ) ( , )i i ix t x t v x t uD = - , ( ) ( , ) ( , )N N Nx t x t v x t uD = - , величины 

( ),ir t q определяются из условий (5), (6).  
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Обозначим через ( , , )ip t u v , it TÎ  – решение дискретно-
алгебраической сопряженной системы (4)–(6). Заметим, что 

( , , ) ( , )i ip t u u t uy= , it TÎ . 
Такая модификация сопряженной системы позволяет получить форму-

лу приращения функционала в задаче (1)–(3), которая не содержит оста-
точных членов разложения и имеет вид: 
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где  ( ) ( ) ( )i i iu t v t u tD = - . 
Идея метода нелокального улучшения состоит в построении прираще-

ния функции Понтрягина по управлению в форме разложения 
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c некоторой функцией ( ), .i id t t TÎ  Тогда формула приращения функцио-
нала принимает вид  
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Отметим, что в линейном по управлению случае  ( ) 0, .i id t t T= Î  
 

2. Метод улучшения 
Рассмотрим дискретно-алгебраическую систему 

1 0 0( ) ( , ( ), ( )), ( ) , (7)i i i ix t f t x t u t x t x+ = =  
1( ) ( , ( ), ( , ), ( )) ( ), ( ) ( ( , )) , (8)i x i i i i i N x Np t H t p t x t u u t r t p t x t u qj+= + = - -  
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в которой 
( ) ( ) ( ),i i iu t u t u tD = -  

1( ) ( ( ) ( ( , ( ), ( ), ( )) ( ))), , (12)i U i u i i i i i iu t P u t H t p t x t u t d t t Ta += + + Î  
где UP  – оператор проектирования на множество U  в евклидовой норме, 
величина ( )id t  в каждый момент времени it TÎ определяется из алгеб-
раического соотношения (11). 

Предположим, что краевая задача (7)–(12) разрешима с некоторой  
функцией ( ),i id t t TÎ  и ( ( ), ( )i ix t p t ), it TÎ  – соответствующее решение. 
Сформируем выходное управление по правилу (12) 

( ) ( ), .i i iv t u t t T= Î  
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В [3] показано, что рассматриваемый проекционный метод нелокаль-
ного улучшения для заданного u UÎ  обеспечивает  улучшение с оценкой  
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В соответствии с [1,2]  краевая задача (7)-(12)  является эквивалентной  
задаче о неподвижной точке 

1( ) ( ( ) ( ( , ( , , ), ( , ), ( )) ( ))), ,i U i u i i i i i iv t P u t H t p t u v x t v u t d t t Ta += + + Î  
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( ) ( ) ( ).i i iv t v t u tD = -  
Для реализации этой задачи используется метод простых итераций при 
0k ³ :  
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Метод оптимизации заключается в решении последовательности задач 
улучшения управления. Расчет задач улучшения проводится до выполне-
ния критерия 1( ) ( ) ( )l l lФ v Ф v Ф ve+ - £ , где 0e >  –  заданная точность 

расчета; , 0lv l ³  – последовательность улучшающихся управлений с за-
данным начальным управлением 0v u= . 

 
3. Вычислительный эксперимент 

Пример 1. В качестве иллюстрации работы метода рассмотрим сле-
дующий пример [4] 
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после упрощения принимает вид  
2

1 2 1 1 2 2( ( )) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ).x t p t r t x t r t x t- D + = D + D  
Уравнение на ( )d t  имеет вид 

2 2
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(2 ( 1) 2 ( 1) ( )) ( ) .
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После упрощения окончательно получаем 
2( ) ( ) ( 1).d t u t p t= D +  

Таким образом, для заданного управления ( )u t  соотношение (12) c па-
раметром 0a >  принимает форму 

1 2 2( ) ( ( ) (2 ( 1) 2 ( 1) ( ) ( ) ( 1))).Uu t P u t p t p t u t u t p ta= + + + + + D +  
Итерационный процесс при  0k ³  имеет вид 

1
1 2 2( ) ( ( ) (2 ( 1) 2 ( 1) ( ) ( ( ) ( )) ( 1))),k k k k k

Uv t P u t p t p t u t v t u t p ta+ = + + + + + - +  
где обозначено ( ) ( , , )k k

i ip t p t u v= , ( ) ( , )k k
i ix t x t v= . 

Расчетное значение ( 2,5)v » -%  было получено для различных входных 
управлений u  и параметрах a . Результаты расчетов отражены в таблицах 
1  и 2  ( u - начальное значение управления, ( )Ф v%  - расчетное значение 
функционала). 

 
 

  u       ( )Ф v%  
-5.0 -19.0 
1.0 -19.0 
5.0 -19.0 

Таблица 1. 0.12a =  

      ( )Ф v%  
0.1a =  -19.0 
0.2a =  -19.0 
0.3a =  -19.0 
Таблица 2. 5.0u º  

Пример 2. Рассматривается задача стабилизации положения вала элек-
тродвигателя при минимальных энергозатратах [1]: 
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где  1x  –  положение  вала двигателя,  2x  – его скорость; вектор управле-
ния характеризует квадраты токов в обмотках; 50, 1000, 0.001.a b c= = =  
В шаговом электродвигателе импульсы тока, подаваемого в обмотки воз-
буждения статора, преобразуются в угловые перемещения ротора.  

Для поиска приближенно-оптимального управления построим дис-
кретный вариант задачи на сетке с фиксированным шагом tD : 
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В данной задаче функция Понтрягина 
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2 2sin(2 ) sin(2 )]) ) ( ( ( )) ).
3 3

H p x u t p x x t p x ax b u x

u x u x t p x x c u u u tp p
= + D + + - - +

+ + + - D + + + + + D
 

Образуем сопряженные уравнения вида (8) 
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Отсюда получаем уравнение на ( )ir t  вида (9) 
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3 3 3

2sin(2 ( , ) ))) )
3

( )( ( ) ( , )) .

i i i i i i i

i i i i i

i

i i i

t p t x t bp t u t x t x t u

u t x t x t u u t x t

x t u t

p t x t x t u t

x
p p p

p

+ +

+

= - - +

+ + - + + - -

- - D +

+ - D

 

Итерационный процесс имеет вид 
1

1 1 2 1 1 3 1

1
2 2 2 1 1 3 1

1
3 3 2 1 1 3 1

( ) ( ( ) ( ( )sin(2 ( )) ( )) ),
2( ) ( ( ) ( ( )sin(2 ( ) ) ( )) ),
3

2( ) ( ( ) ( ( )sin(2 ( ) ) ( )) ),
3

k k k k
i U i i i i

k k k k
i U i i i i

k k k k
i U i i i i

v t P u t bp t x t cp t t

v t P u t bp t x t cp t t

v t P u t bp t x t cp t t

a
p

a

pa

+
+ +

+
+ +

+
+ +

= + - + D

= + - + + D

= + - - + D

 

где 0a > , [0,0.05]it Î , ( ) ( , , )k k
i ip t p t u v= , ( ) ( , )k k

i ix t x t v= . 
 
Были проведены расчеты с заданной точностью 510e -=   для различ-

ных входных управлений u  при различных шагах дискретизации tD   и  
параметре a . Результаты расчетов отражены в таблицах 1–3 (u  – началь-
ное управление, ( )Ф v%  – расчетное значение функционала) и рисунках 1 – 
10. 
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tD  ( )Ф v%  
210-

 0.0221132 
310-

 0.00890016 
410-

 0.00852897 
510-  0.00780658 

Таблица 1. 5.0, 150u aº =  
При уменьшении шага дискретизации результирующие значения целе-

вого функционала приближаются к оптимальному расчетному значению 
непрерывной задачи *( ) 0.00779Ф u =  и при 510t -D <  функционал пере-
стает существенно меняться. 

На рисунках 1 – 10 представлены графики расчетного оптимального 
режима при различных шагах дискретизации. 
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Рис. 1. 210t -D =  
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Рис. 2. 310t -D =  
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Рис. 3. 210t -D =  
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Рис. 4. 310t -D =  
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Рис. 8. 310t -D =  
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Рис. 9. 210t -D =  
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 Рис. 10. 310t -D =  

При  410t -D £  решение непрерывной задачи практически совпадает с 
решением исходной дискретной. 

  
u  ( )Ф v%  
0.0 0.00816609 
5.0 0.00852897 
10 0.00828869 

Таблица 2. 410 , 150t a-D = =  
 
Из таблицы 2 видно, что проекционный метод нелокального улучше-

ния обладает достаточно широкой областью сходимости. При различных 
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значениях начального управления получено приближенно одно и то же 
значение функционала. 

 
 ( )Ф v%  

1a = 0 0.0091456 
210a =  0.0089785 

150a =  0.00886985 
Таблица 3. 410 , 5.0t u-D = º  

В таблице 3 приводятся результаты, полученные рассматриваемым ме-
тодом при различных значениях параметра a . При дальнейшем умень-
шении параметра 10a <  падает точность расчета  значения функционала. 
При  1a > 50 метод не сходится. 

 
Заключение 

В данной работе рассматривается метод нелокального улучшения для 
дискретных управляемых задач на основе операции проектирования на 
множество допустимых значений управления. Характерными особенно-
стями метода являются: 

1) отсутствие процедуры параметрического поиска улучшающего 
управления в окрестности улучшаемого управления в отличие от гради-
ентных методов; 

2)  cходимость метода регулируется выбором одного проекционного 
параметра 0a > ; 

3) достаточно большая область сходимости метода по начальному 
управлению. 

Количество вычислительных операций при решении дискретных задач 
проекционным методом существенно меньше, чем при расчете соответст-
вующих непрерывных задач при допустимой точности расчета, так как  
количество вычислений правой части системы совпадает с количеством 
интервалов дискретизации. Проведенные расчеты в рамках примеров де-
монстрируют эффективность применяемого проекционного метода для 
приближенного решения оптимизационных задач рассматриваемого клас-
са. 
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